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 :ات مجموع 1
 :تطبيق

اذا كانت      1,2,3,4,5,6,7,8,9E  ، 2,7,8A   ، 2,3,5,7S . 

 فأوجد كلا مما يلي من المجموعات الاتية : 

 1)A

EC ،2  )S

EC  ،3 )A S

EC  ،4 )A S

EC  ،5 )EC   ،6 )E

EC . 

 الحل :

1.  1,3,4,5,6,9A

EC . 
2.  1,4,6,8,9S

EC . 
3.  2,3,5,7,8A S   و منه 1,4,6,9A S

EC . 
4.  2,7A S و منه 1,3,4,5,6,8,9A S

EC . 
5. EC E . 
6. 

E

EC . 

 تطبيق: 

 اختصر العبارات التالية :    

 

 الحل :

 لدينا :
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 تمارين محلولة : 1.1
 : 1تمرين

 ، برهن العلاقات التالية: ثلاث مجموعات جزئية من مجموعة  لتكن  
1.  
2.  
3.  
4.  
5.  
6.  
7.  
8.  
9.  

11.  

 : 2تمرين
 .المجموعة التالية   ونرمز له بالرمز  نعرف الفرق التناظري للمجموعتين 

 برهن العلاقات الآتية :
1.  
2.  
3.  
4.  
5.  

 : 3تمرين
 . 11الى 1مجموعة الاعداد الطبيعية من  ، ، اذا كانت     

 اوجد ما يلي :     

 . 
 . 
 . 
 . 
 

A

EC. 

 

   
)()()()()(       

)()()(       

)()()()()(.5 1

CC

CC

CC

ACBACAABCB

ACCAACB

ACCABACCBBAC







CBA ,,E

A B A B A B    

( )A B C A B A C     

( ) ( ) ( );A B C A B A C     

A B A B A   

( )c c cA B A B  

( )c c cA B A B  
c cA B B A  

( \ ) ( )c cA B A A B  

\ ( \ )A B A A B 

( )cA B B A B A     

BA,BA)\()\( ABBABA 

( ) / ( )A B A B A B   

c cA B A B  

A B A B   

A B A B A B     

A B A C B C    

 2,3,5,7A  2,4,6,8B E

A B

A B

A B

B A
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 
A B

EC. 
 

A B

E EC C. 

 : 4تمرين

 من  لتكن المجموعات 

 .برهن أن:  

 : 5تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  تعطى 

 .بين أن:  

 : 6تمرين 

 ,ثلاث مجموعات جزئيتان من  و تعطى 

 بين صحة مايلي : 

a. . 

b. . 

c. . 

d. . 

 : 7تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .هو  و الفرق التناظري للمجموعتين 

 .بين أن : 

 : 8تمرين 

 ,ثلاث مجموعات جزئيتان من  و تعطى 

 بين أن : 

, ,C B A( )P E

     \ \ \A B C A B A C

,B AE

\ \E EC A C B B A

,B ACE

A B A B B  

A B A B A B  

A B A C B A C   

A B A C
B C

A B A C
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 



ABE

AB   \ \A B A B B A 

   \A B A B B A 

,B ACE
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a. . 

b. . 

c. . 

 : 9تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .بحيث  :  حل و ناقش حلول المعادلة ذات المجهول

 : 01تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .بحيث  :  حل و ناقش حلول المعادلة ذات المجهول

 حل التمارينات : 1.2
 : 1تمرين

بالتالي فإن  فإن  إذا كان  .1  . و
 فإن : إذا كان 

 

 .ليكن : 2

 
 .ليكن:3
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 ، بما أن  . نفرض الآن أن فإن  وإذا كان  .لدينا دوما  4
 .   فإنه يكفي أن نبرهن أن  

بالتالي فإن )لأن  فإن    إذا كان   ومنه الاحتواء. ( و

 .ليكن:5

 

 .ليكن:6

 

 فإن :   4.حسب 7

 فإن :  5وحسب  

 فإن : 3.حسب 8

 

 .لدينا:9

 

والعكس  ، إذن  فإن  4وحسب  فإن : .إذا كان :11
 صحيح .

 :2تمرين 
 .لدينا :1

 

 .لدينا :2

 

 .لدينا :3
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فإن  وهذا تناقض، وإذا كان  فإن  ، إذا كان  .ليكن 4
 وهذا أيضا تناقضا . 

فإن  ، إذا كان  محققة بصفة بديهية . الآن ليكن  فإن  .إذا كان 5
بالتالي فإن  فإن  وإذا كان  ومنه فإن   ، ومنه فإن  و

يقة نجد أن   بنفس الطر  ومنه المساواة . و

 : 3تمرين
 . 11الى 1مجموعة الاعداد الطبيعية من  ، ، اذا كانت       

 :  و بالتالي لدينا        

  2,3,4,5,6,7,8A B . 
  2A B . 
  3,5,7A B . 
  4,6,8B A . 
  1,4,6,8,9,10A

EC  . 
  1,9,10A B

EC  . 
  1,8,9,10A B

E EC C . 

 : 4تمرين

 من  لتكن المجموعات 

 

 : 5تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  لدنيا         

 

 : 6تمرين 
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
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
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 ,ثلاث مجموعات جزئيتان من  و لتكن 

a. رهن بأولا ن 

 .و منه  نفرض أن 

 .إذن  و لدنيا  أو  هذا يعني أن  من أجل 

 .و بالتالي 

 ثانيا نبرهن 

 .و بالتالي  و ل كن  نفرض أن 

b. رهن بأولا ن 

 .و بالتالي  نفرض أن 

 ثانيا نبرهن 

يقة  لدنيا  نفرض أن   .و بنفس الطر

 .و بالتالي 

c. رهن بأولا ن 

 ، نفرض أن 

 .و بالتالي  

 ثانيا نبرهن 

 .و بالتالي نفرض أن 

d. رهن بأولا ن 

 . و  نفرض أن 

 .لتكن 

 .إذن  هذا يعني أن  إذا كان 

 .إذن  و منه  نعلم أن  إذا كان 

 ، و بالتناظر نجد أن ، و أيضا و بالتالي  في الحالتين 

,B ACE

 

A BB A B

x A Bx Ax Bx BA B B

A B B

 

A B BA A BA B B

 

A BA A B A B 

 

A B A BA A B A B B  B A

A B

 

A B A C

B A B A C A A B A C C     

 

B A C A B A A C 

 

A B A CA B A C

x B

x Ax A B A C x C

x Ax A Bx A Cx C

x CB CC B
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 .و بالتالي 

 ثانيا نبرهن 

 ) بديهيا (. و  و بالتالي  نفرض أن 

 : 7تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .ليكن  

 

 : 9تمرين 

 ,ثلاث مجموعات جزئيتان من  و تعطى 

 بين أن : 

a.  إذن من أجل كل  إذا كان: 

 .و بالتالي  إذن و منه  إذا كان 

 .و بالتالي  إذن و منه  إذا كان 

 .. و بالتخمين التناظري نجد و أيضا  في الحالتين 

 .و بالتالي 

يقة.  عكسيا نفس الطر

b.  

 .و بالتالي 

c.  . إذن 

B C

 

B CA B A CA B A C

ABE

x E

   

       

   \

x A B x A et x B ou x B et x A

x A ou x B et x A ou x A et x B ou x B et x B ou x A

x A B et x A B

x A B B A

      

        

  

 

,B ACE

A B A C  x B

x Ax A B x A C ,x A x C 

x Ax A B x A C ,x A x C 

x CB CC B

B C

\ E

E

E

A B A A C B A

A A or A C B

B C A

  

  

 

\ \A B A B A B  

   \A B A B A B 
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 : 10تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .لا تقبل حلول ،  من الواضح أن المعادلة  إذا كان  .1

 و العكس صحيح. إذن  إذا كان  .2

. 

 : 11تمرين 

 ,مجموعتان جزئيتان من  و لتكن

 .لا تقبل حلول ،  من الواضح أن المعادلة  إذا كان  .1

 حلا للمعادلة . ليكن  إذا كان  .2

 .حيث  لدنيا 

 حيث. عكسيا من أجل 

 .أيضا 

 تمارين مقترحة : 1.3
 : 1تمرين 

 نعتبر المجموعتبن : 

 ; 1 3A x x    و 2; 2 15B x x x    

 .BوAالمتممتين ل  BCوACأكتب المجموعتين  .1

Aبين أن  :  .2 BC C. 

 : 2تمرين 

 حدد في كل حالة مما يلي :    

A B A B A B A B

A B





    

  

ABE

A BA X BS 

A B\A X B X B et B A X   

  \S X P E B A X B   

ABE

B AA X BS 

B AX

   X A X A X B C C A X A 

X B C   ,C A A X A B A C B  

 
  

S X B C C A

X P E B X B A

  

   
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A B  .A B  .\A B .\B A. 

1.  2,4A   و 2,3B  . 

2.  1,A    و ,5B  . 

3.  ; 2 1A x x     و 2; 3 10B x x x   . 

 : 3تمرين 

 .Eالجزئيتين من BوAلتكن المجموعتين 

بين أن  .1       B A

E EA B A B A C B C  

Aبين أن  .2 B A B A B   

بين أن  .3       A B A B A B B A     ثم استنتج أن
   A B A B B A     . 

بين أن  .4   B A

E EA A C B C B   

 : 4تمرين 

Aحيث  Eالجزئيتين من BوAلتكن المجموعتين  B . 

حل في   - P E المعادلةX B X A. 

 
  



11 
 

 العلاقات الثنائية : 2
 أمثلة :

 :   المساواة في مجموعة  .1
 هي علاقة تكافؤ .

 والعلاقة : لتكن  في   .2
 

 هي علاقة تكافؤ . إن 
 لتكن العلاقة : في   .3

 
 هي علاقة تكافؤ .

 لتكن العلاقة : في   .4
 

 هي علاقة تكافؤ.

 أمثلة :
 ، الترتيب العادي هو ترتيب كلي . في  -
 حيث : في  -

 
 هو ترتيب جزئ .

 على أكثر من عنصر. مجموعة ما، الاحتواء يعرف علاقة ترتيب جزئ عندما تحوي  حيث  في  -

 الحل :
 هي علاقة ترتيب، بالفعل : إن العلاقة  -ا

 . ، أي أن  انعكاسية : لدينا  -   
 إذن : بحيث  متعدية : ليكن  -   

 

 . أي أن 
ية : ليكن  -     إذن : بحيث  ضد تناظر

 
 

E yxyxEyx  :,

ZINn

knyxZkyxZyx  ::,



ININ 

qpqpqpqpININqpqp  ),(),(:),(),,(

*ZZ 

qpqpqpqpZZqpqp  ),(),(:*),(),,(

IRQZIN ,,, 

 *,IN

kabINkbaINba  :*:*, 

 ),(EPEE



xxINx .1:* xx 

*,, INzyx zyyx  ,

xkkz
ykzINk

kxyINk












:

:

*

*

zx 

*, INyx xyyx  ,

yxkkkk
ykxINk

kxyINk











11

:

:

*

*
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 تمارين مقترحة:

 :1تمرين 
 علاقة في* : معرفة كما يلي 

   , , ,a b c d ad bc     

 علاقة تكافؤ.بين أن  -

 :2تمرين 
1.  معرفة كما يلي : *علاقة في 

 , 0a b ab   
  بين أن.علاقة تكافؤ 
 .عين أصناف التكافؤ 

2.  معرفة كما يلي : علاقة في 
 , 0a b ab   

 علاقة تكافؤ.ليست بين أن 

 :3تمرين 
 معرفة كما يلي : علاقة في 

  2 2,a b a b a b     

  بين أن.علاقة تكافؤ 
 1عين صنف تكافؤ. 

 :4تمرين 
 معرفة كما يلي : علاقة في 

 , 15a b a bb aأو       

  عين بيان. 
  بين أن.علاقة تكافؤ 
  عين/. 

 :5تمرين 
 معرفة كما يلي : علاقة في 
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 , 1 1a b a bb aأوbaأو         

o هل العلاقةعكاسية ؟ ان 
o  ية ؟  هل هي تناظر
o  ية ؟  هل هي ضد تناظر
o هل هي متعدية ؟ 

 :6تمرين 
ية إذا وفقط إذا تحقق ما يلي  Mفي المجموعة علاقة نقول أن ال  :  دائر

 3( , , ) : ( , ) ( , ) ( , )a b c M a b et b c c a     

 ية و انعكاسية فهي علاقة تكافؤ. بين  أنه إذا كانت علاقة دائر

 :7تمرين 
1. 1 علاقة في : معرفة كما يلي 

     , , ,a b c d a c et b d      
 1بين أنّعلاقة ترتيب، هل هذا الترتيب كلي؟ 

2. 2 علاقة في : معرفة كما يلي 

       , , ,a b c d a c ou a c et b d           

 1بين أنّعلاقة ترتيب، هل هذا الترتيب كلي؟ 

 :8تمرين 
 معرفة كما يلي : علاقة في 

  3 3, 0a b a b    
 1بين أن.علاقة ترتيب 
 ّهل هذا الترتيب كلي؟ 
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 :الدوالالعدديةلمتغيرحقيقي 3

ية: 3.1  النهايات و الاستمرار
 صحيح أم خاطئ ؟

ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 تمرين:
محدودة على المجال   fإذا كانت  1,1 ،.فإنها تقبل نهاية عند الصفر 

 تمرين:
دالة معرفة علىfلتكن 0, 
limغير محدودة من الأعلى فإن fإذا كانت .1 ( )

x
f x


  

متزايدة على fإذا كانت .2 0,   فإنlim ( )
x

f x


  
limإذا كانت .3 ( )

x
f x


  فإنf   .غير محدودة من الأعلى 

limإذا كانت .4 ( )
x

f x


  فإنه يوجد على الأقل مجال من الشكل ,A مع ،A،تكون عليه عدد حقيقيf 
 .متزايدة

 تمرين:
دالة معرفة علىfلتكن .1 0, 1و بحيث ( )f x x  ، على 1,  :لدينا( )

lim 0
x

f x

x
 

1عدد حقيقي،  xإذا كان، من أجل  .2
( ) 2f x

x
     :فإن ،lim ( ) 2

x
f x


 

غير محدودة من الأعلى على المجالfإذا كانت .3 0,1فإنها تقبل ، .كنهاية عند الصفر 
من  xتحقق، من أجل كل fإذا كانت الدالة .4 0,2،   

2 2
3 1 ( ) 3 1x f x x       فإن

1
lim ( ) 3
x

f x


 

من xتحقق، من أجل كل fإذا كانت الدالة .5 3,, 2
( )f x

x
 فإنf  تقبل نهاية منتهية عند . 

 تمرين:
3المعرفة ب : fالدالة .1 2( ) 5 3 1f x x x x      كنهاية عند  ∞ +تقبل- ∞. 
limإذا كانت  .2 ( ) 0

x
f x


  وlim ( )

x
g x


  فإن( )

lim 0
( )x

f x

g x
. 

limإذا كانت .3 ( )
x

f x


    وlim ( )
x

g x


    فإن. ( )
lim 1

( )x

f x

g x
  

limإذا كانت .4 ( )
x

f x


   من أجل كل وx  ،موجب تماما( ) 0g x فإن ،lim ( ) ( )
x

f x g x


  

 تمرين:
limإذا كانت .1 ( ) 1

x
f x


    فإن. ( )

lim
( ) 1x

f x

f x
 


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limإذا كانت   .2 ( )
x

f x


  وlim ( )
x

g x


   فإن.  lim ( )
x

f g x


  
limإذا كانت  .3 ( ) 0

x
f x


  2فإنlim ( )

x
f x


 . 

limإذا كانت  .4 ( )
x

f x


   فإن. 1
lim 0

( ) 1x f x



 

 تمرين:
مستمرة على fإذا كانت .1 ,a b و( ). ( ) 0f a f b  فإنf   لا تنعدم على المجال ,a b  
مستمرة و رتيبة تماما على fإذا كانت .2 ,a b و( ). ( ) 0f a f b   فإنf   تنعدم على الأقل مرة على المجال.  ,a b 

منfالدالة  .3 0, المعرفة ب : في2 1( ) sin 2 0

(0) 0

x
f x x si x

f

   



.مستمرة على 0,2 

 تمرين:
بالمعلمالمستوي مزود  , ,o i jو fC التمثيل البياني للدالةfالمعرفة على 1 و D1مستقيم معادلة لهx   

إذا كان .1 Dمستقيم مقارب للمنحنى fCفإن. lim ( ) 1
x

f x


 
إذا كانت  .2

1

lim ( )
x

f x




 فإن ، Dمستقيم مقارب للمنحنى.  fC 
، فإن1 غير معرفة عند fكانتإذا .3 Dمستقيم مقارب للمنحنى fC. 

إذا كانت .4
2

( )
1

x x
f x

x





، فإن Dمستقيم مقارب للمنحنى fC. 

 :تمارين تطبيقية
 تمرين:

f  دالة معرفة على 0,     : 1ب 2sin
( )

1

x
f x

x





 

من    x برهن أنه من أجل كل  .1 0,   ،1 3
( )f x

x x
   

 .∞ +عند    fتقبل نهاية   fاستنتج أن  .2

 تمرين:
f  دالة معرفة على 2,   : 3ب sin

( )
1

x x
f x

x





 

4برهن أنه من أجل كل  .1
( ) 3 , 2

1
f x x

x
  


 . 

 .∞ +عند    fتقبل نهاية   fاستنتج أن  .2

 تمرين:
f  1ب :      دالة معرفة على

( )
2 cos

f x
x




 

x  ،1بين أنه من أجل كل عدد حقيقي  .1
( ) 1

3
f x   
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lim  -أ استنتج النهايات التالية:   .2
2 cosx

x

x 
cos    -ب؛         

lim
2 cosx

x x

x




 

 تمرين:
 عين النهايات التالية:

2

2

1
lim . .....(4)

2x

x

x





 ,  

2

2

1
lim .......(3)

2x

x

x





,

2
1

2
lim ......(2)

1x

x

x





,

2
1

2
lim .....(1)

1x

x

x





  

 تمرين:
 النهايات التالية:عين 

, 1
lim cos .....(4)
x x

 
 
 

 ,   2lim 3 ......(3)
x

x x x


  , 2lim 3 .....(2)
x

x x


 ,
2

lim sin 2 .....(1)
x

x




  

 تمرين:
 :   fللدالة     x0عين النهاية عند 

0

1
0 , ( ) .....(3)x f x

x
  ,  0 2

1
1 , ( ) .....(2)

1

x
x f x

x


  


,

6

0 2

1
1 , ( ) .....(1)

1

x
x f x

x


 


 

0

2 1 1
0 , ( ) .....(6)

x
x f x

x

 
  ,  

0
2

1
1 , ( ) .....(5)

2

x
x f x

x x


 

 
,

0
2

1
2 , ( ) .....(4)

2

x
x f x

x x


  

 
 

0

5 3
4 , ( ) .....(9)

4

x
x f x

x

 
 


 ,  

2

0

1 1
1 , ( ) .....(8)

1

x x
x f x

x

  
 


,

0 2

3
9 , ( ) .....(7)

82

x
x f x

x


 


 

 ,  
0

1 1
0, ( ) .....(11)

x
x f x

x

 
  ,

2

0

3 3
1 , ( ) .....(10)

1

x x x
x f x

x

  
 


 

0

1 sin cos
0, ( ) .....(13)

1 sin cos

x x
x f x

x x

 
 

 
, 0

1 sin cos
, ( ) .....(12)

2 1 sin cos

x x
x f x

x x

  
 

 
 

 تمرين:
 :  f، إن أمكن، للدالة  ∞ -و عند  ∞+عين النهاية عند     

 
2 2( ) 2 .....(3)f x x x   ,  

3

4

3 4
( ) .....(2)

2

x x
f x

x

  



, 3( ) 3 .....(1)f x x x  

2 5 sin
( ) .....(6)

2

x x
f x

x x


 


 ,  

2

1
( ) .....(5)

2

x
f x

x x




 
, 2( ) 1 .....(4)f x x x   

3

( ) cos 2 .....(9)
2 3

x x
f x x

x


 


 ,  2

( ) .....(8)
1

x x
f x

x





, 2 2( ) 2 4 .....(7)f x x x   

3

2
( ) .....(12)

1

x
f x x

x
 


 ,  2 4( ) 2 .....(11)f x x x  , 2( ) sin .....(10)f x x x x  
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( ) .....(15)
1 2

x x
f x

x x
 

 
 ,  

2

2 2

1
( ) .....(14)

1

x x
f x

x x

 


 
,

3 2

2
( ) .....(13)

2 1 2 1

x x
f x

x x
 

 
 

 2 2( ) 2 1 .....(18)f x x x x     ,  
2

2

1
( ) .....(17)

2 4

x x x
f x

x x x

  


 
,

2

1
( ) sin .....(16)

2
f x

x x

 
  

 
 

( ) .....(21)f x x x x x    ,  
2

3

2
( ) .....(20)

3 2

x
f x

x x




 
, 1

( ) .....(19)
4 2

x x
f x

x

 



 

 تمرين:
تذكير: 

0

sin
lim 1
x

x

x
  و

20

1 cos 1
lim

2x

x

x


   للدالة   0، عين النهاية عندf   : 

2

1 cos 2
( ) .....(3)

4

x
f x

x


 ,  sin( 2 )

( ) .....(2)
sin3

x
f x

x


 , sin 4

( ) .....(1)
3

x
f x

x
 

1 1 1
( ) .....(6)

sin tan
f x

x x x

 
  

 
 ,  

2

1 cos
( ) .....(5)

sin

x
f x

x


 ,

2sin 4
( ) .....(4)

sin 2

x
f x

x
 

1 1
( ) .....(9)

sin 2 sin
f x

x x
  ,  

2

tan sin
( ) .....(8)

x x
f x

x


 , tan 4

( ) .....(7)
sin3

x
f x

x
 , 

2 2sin cos
( ) .....(12)

1 cos

x x
f x

x



 ,  

2

sin 1 cos 2
( ) .....(11)

x x
f x

x

 
 , 1 cos 4

( ) .....(10)
sin3

x
f x

x


 , 

 تمارين للتعمق
 تمرين:

عين النهاية عند 

2
 :   fللدالة   

2

1 sin
( ) .....(3)

cos

x
f x

x


 ,  sin 2

( ) .....(2)
cos3

x
f x

x
 , cos

( ) .....(1)

2

x
f x

x






 

1 1
( ) .....(6)

sin 2 cos
f x

x x
  ,  

 
2

1 sin
( ) .....(5)

2

x
f x

x





, tan3

( ) .....(4)
tan5

x
f x

x
 

 تمرين:
 عين النهايات التالية:     

3

sin 3
lim .....(3)

1 2cosx

x

x
 

 ,  
4

1 2 cos
lim .....(2)

1 2 sinx

x

x





, 1 cos
lim .....(1)

sinx

x

x

 

4

1 tan
lim .....(6)

1 cotx

x

an x





 ,  

8

tan 2 1
lim .....(5)

1 sin 4x

x

x





,  

1
lim 1 tan .....(4)

2x

x
x




 
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 
2

lim 2 tan .....(9)
x

x
x




 ,  

3

sin3
lim .....(8)

3 2sinx

x

x
 

,   
4

lim cos 2 tan 2 .....(7)
x

x x




 

 تمرين:
 عين النهايات التالية:

,
2

22

6
lim .....(3)

5 6x

x x

x x

 

 
 ,  

2

21

2 1
lim .....(2)

4 5 1x

x x

x x

 

 
,

2

21

2 3
lim .....(1)

3 2 1x

x x

x x

 

 
 

,  
3 2

3 21

2 4
lim ...(6)

2 4x

x x x

x x x

  

  
,

3
2

2

2

2 3
lim ...(5)

2 5 3x

x x

x x

  

  
,

2

22

3 2
lim .....(4)

2 6x

x x

x x

 

 
 

,  
3 2

32

8 12
lim .....(9)

8x

x x x

x

  


,

3 2

3 22

4 8 8
lim ...(8)

2 3 6x

x x x

x x x

  

  
 ,

3 2

3 21

4 5 2
lim ...(7)

4 2 1x

x x x

x x x

  

  
 

 تمرين:
 عين النهايات التالية:

1-      0  
𝑙𝑖𝑚 𝑥

√𝑥+1−1
2-   2  

𝑙𝑖𝑚 √𝑥+3−2

𝑥−1
3-  3  

𝑙𝑖𝑚 √𝑥+1−2

𝑥−3
 

4-     √2𝑥+2+4𝑥−6

𝑥2−11  

𝑙𝑖𝑚

5-    1  
𝑙𝑖𝑚 𝑥−1

𝑥+1−√3𝑥+1
6- √𝑥2+𝑥+3−3

3𝑥2−7𝑥+22  

𝑙𝑖𝑚

 

7-   √𝑥+1−2

√𝑥+6−33  

𝑙𝑖𝑚

8-   2  
𝑙𝑖𝑚 𝑥−√𝑥+2

√4𝑥+1−3
9-   1  

𝑙𝑖𝑚 √𝑥+2−√2𝑥+1

𝑥−1
 

10-   −2 
lim √3x+8−√−3x−4

√2x+7−√1−x
11-   3  

lim √x+1−2

√x+1−√2x−2
            12-   0  

lim √x+3−√4x+3

√x+4−√3x+4
 

 تمرين:
 :  f، إن أمكن، للدالة  ∞ -و عند  ∞+عين النهاية عند 

2( ) 4 5 1 3 .....(3)f x x x x     ,  2( ) 4 2 2 .....(2)f x x x x   , 2( ) 5 2 2 1 .....(1)f x x x x     
2( ) 1 1 ....(6)f x x x x     ,  2( ) 3 1 2 3 .....(5)f x x x x     , 2( ) 9 3 1 3 1 ...(4)f x x x x     
2( ) 5 3 1 ...(9)f x x x x     ,  2 1

( ) 1 ...(8)
2

f x x x x     , 2( ) 9 3 1 3 1 ...(7)f x x x x     
,  2( ) 4 4 2 1 ...(10)f x x x x    

 الدوال المشتقة : 3.2
 صحيح أم خاطئ ؟

 تمرين:
 Iعدد حقيقي ينتمي إلى المجال  aمجال و   Iليكن 

 و تحقق في آن واحد الخاصيتين المعطاة.  Iمعرفة على   fدلَْ إذا وجُِدتَ دالة 
 إذا كان الجواب نعم ، أعط مثالا ) بيان يقُبل( و إذا كان الجواب لا ، برره بواسطة مبرهنة من الدرس.

1. f   مستمرة عندa  وf    تقبل الاشتقاق عندa  
2. f   مستمرة عندa  وf   لا تقبل الاشتقاق عندa  
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3. f    ليست مستمرة عندa  وf   لاشتقاق عند تقبل اa  
4. f   ليست مستمرة عندa  وf   لا تقبل الاشتقاق عندa  

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 غير معدوم: hبحيث ، من أجل كل عدد حقيقي  fإذا كانت دالة   .1
𝑓(2+ℎ)−𝑓(2)

ℎ
= − ℎ2 + 2ℎ +  f '(2)=1فإن   1

ℎ→0، فإن  1الاشتقاق عند  fإذا قبلت  .2
𝑙𝑖𝑚 𝑓(1 + ℎ) = 𝑓(1) 

→𝑥إذا كانت  .3
𝑙𝑖𝑚 𝑓(𝑥) = 𝑓(0)  فإن ،f  0تقبل الاشتقاق عند 

 Rتقبل الاشتقاق على  | x| 𝑥الدالة القيمة المطلقة  .4
→xالدالة القيمة  .5 𝑥√𝑥  0تقبل الاشتقاق عند 

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 تمثلها البياني في مستو مزود بمعلم. Cfدلة و   fلتكن 
للمنحنىإذا كان المماس  .1 fC عندA(0 ; 1)   هو المستقيم ذو معادلةy=1  فإن ،f '(0)=1 
، فإن المماس ل  f '(-1)=2و   f(-1)=0إذا  .2 fC عند النقطةB   له معادلة   1-ذات الفاصلةy = 2x 
إذا كان المماس للمنحنى .3 fC عندC(1 ;2)   موازي للمستقيم ذو معادلةy=-x  فإن ،f '(1)=-1 
إذا كان المماس للمنحنى .4 fC عندD(2 ; 1)    مارا بالمبدأ ، فإنf '(2)=1

2
 

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

→f: xمشتقة الدالة   .1 (𝑥2 + : gهي الدالة  3(1 𝑥 → 3(𝑥2 + 1)2 
→f: xمشتقة الدالة  .2 √𝑥4 + : gهي الدالة  1 𝑥 →

2𝑥3

√𝑥4+1
 

𝜋عند النقطة ذات الفاصلة   y = tan3x المماس للمنحنى ذو معادلة  .3

6
 4x+3y=0موازي للمستقيم ذو معادلة  

 g '  : x→2xf(x)هي:  g:x→f(x2)، فإن مشتقة الدالة Rقابلة للاشتقاق على   fإذا كانت  .4

 QCM)(أسئلة متعددة الاختيار
بة صحيحة بمكن   أن تكون صحيحة. عينها.عدة أجو

 تمرين:
f   2−]دالة قابلة للاشتقاق على المجال ;  هو: ' fو جدول تغيرات دالتها المشتقة  [2
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2 3 4 5 6-1

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

-1 0 1

1

x

y

 
 f(0) < f(1):3ج  f(-1) < f(1):2جf(-2) < f(-1): 1جلدينا إذن:    .1
في معلم للمستوي، المنحنى .2 fC  الممثل للدالةf   :يين للمستقيم ذو معادلة  يقبل بالضبط مماسين مواز

𝑦: 1ج = − 
1

2
𝑦:2ج.     =

1

2
𝑥      3ج:𝑦 =

1

2
𝑥 

;𝑓(2)[من المجال  kفإنه من أجل كل عدد حقيقي  f(-2) > f(2)إذا كان  .3 𝑓(−2)[ المعادلة ،f(x)=k   تقبل
; 2−]في المجال   ليس لها حلول  :3ج      بالضبط حلين   :2ج.    بالضبطحل: 1ج: [2

; 0]، فإنه على المجال  f(1)=0إذا كان  .4  f(x)  0:3ج       f(x)  - 2x:2جf(x)   - 2x:1ج: [2

 تمرين:
; 𝟏−]المعرفة والقابلة للاشتقاق على المجال  fمنحنى الدالة  𝟒] 

  .fمشتقة الدالة   ' fمن بين المنحنيات التالية ، عين منحنى الدالة 

 :4ج:3:ج2ج: 1ج

 
 تمرين:

; 1−]المعرفة والقابلة للاشتقاق على المجال fبرر الجواب.  منحنى الدالة   f(0)=0بحيث  [1
 f(-1)< f(1):1ج

على المجال  f(x)=0هو الحل الوحيد للمعادلة  2:0ج 1,1 

; 1−]مستمرة و رتيبة تماما على   f:3ج 1] 

يين للمستقيم ذو معادلة: fللدالة  Cالتمثيل البياني  :4ج   y = xيقبل بالضبط مماسين مواز

 .0عند النقطة  Dيقع فوق مماسه   Cالمنحنى  :5ج

 تمرين:
 جواب صحيح واحد فقط، يطلب تعيينه. 

2 3 4-1

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

2 3 4-1

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

2 3 4-1

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

2 3 4-1

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

Cf 

Cf ' 

Cf ' Cf ' 

Cf ' 

Cf ' 



21 
 

2 3 4-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

0 1

1

x

y

gمشتقة للدالة هي الدالة الf   المعرفة علىR   ب𝑓(𝑥) = 𝑥(3𝑥2 +  حيث:    2(1

𝑔(𝑥):   1ج = 18(3𝑥2 + 𝑔(𝑥):2ج3(1 =
1

2
𝑥2(𝑥3 + 𝑔(𝑥):3ج2(1 =

1

18
(3𝑥2 + 1)3 

 تمرين:
 جواب صحيح واحد فقط، يطلب تعيينه. 

gمشتقة للدالة هي الدالة الf   المعرفة علىR   ب𝑓(𝑥) = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥   :حيث 
𝑔(𝑥):   1ج = 4𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠2𝑥2ج:𝑔(𝑥) = 2(𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)3ج:𝑔(𝑥) = 4𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 

 تمرين:
; 𝑎]مستمرة و متزايدة تماما على المجال    fبين أنه إذا كانت  𝑏]فإن من إجل كل عدد حقيقي ،k   من المجال[𝑓(𝑎); 𝑓(𝑏)] 

; 𝑎]تقبل حل وحيد في المجال    f(x)= kالمعادلة  𝑏] 

 تمارين تطبيقية
 تمرين:

من الحالات التالية، المنحنى في كل حالة fC هو التمثيل البياني لدالةfمعرفة على المجال 1,3 
 

 

 

 

 ؟ علل. 2تقبل الاشتقاق عند  fهل الدالة 

 تمرين:
المستقيمات المرسومة هي مماسات للمنحنى fC :ذو معادلة( )y f x 

)عين، بقراءة بيانية، الأعداد .1 2), ( 4)f f   (2)وf . 
تقبل الاشتقاق على المجال   fنفرض أن .2 5,2  . 

على المجال  fباستعمال المنحنى ، ضع تخمينا على تغيرات الدالة  4,2  . 
 أكتب معادلة لكل مماس. .3

 تمرين:
دالة معرفة على fلتكن 2  : ِ 3ب 4

( )
2

x
f x

x





 

fعين الدالة .1  مشتقة الدالةf. 
 استنتج مشتقة لكل من الدوال التالية: .2

O  𝑖   

 𝑗      
x 

y 

A 

C 

O  𝑖   

 𝑗      
x 

y 

A 
C 

O  𝑖   

 𝑗      
x 

y 

A 

C 

A 

C 

O  𝑖   

 𝑗      
x 

y 

2 2 2 2 

C 

O  𝒊    

 𝒋      
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3 4
:

2

x
g x

x




المعرفة على   0,4 4,3و الدالةcos 4

:
cos 2

x
h x

x




 المعرفة ع

 الدوال اللوغارتمية : 3.3
3.3.1 تمارين: 

 تمرين:
 المعادلات التالية: حل في 

, | ln x | 1     .....(1)  ln | x |  1    .....(2)  , ln | x |   1    .....(3)  

,    ln x 3 ln x 5 ln15 .....(4)          2ln x 3 ln x 1 ln x 4   .....(5)      

,  ln x ln2 2ln x 4 0 .....(6)            ln x 1 ln x 6 ln 2 x ln 3 x   .....(7)        

,    ln x 2 ln x 2 ln5 .....(8)      2ln x 4 ln x 21ln 4  .....(9)    

,    ln x e ln x 2 1 ln 2 .....(10)         | ln ln x | ln ln x   .....(11)   

 تمرين:
 المعادلات التالية: حل في 

,    
2 2ln x – ln x 3 = 0 .....(1)   

2
2 ln2x 5 ln (2x) 2 0   .....(2)    

,       
3 2

ln x – e 1 ln x e 2 ln x 2e 0 .....(3)         24[ln  ln x ] 7 ln ln x 3 0  .....(4)    

,    
4 2

ln x 21 ln x –100 0 .....(5)      
3 2

2 ln x 15 ln x – 6ln x 7 0 .....(6)    

,    
3 2

2 ln x 3 ln x – 3ln x 2 0 .....(7)     
3 3ln x    ln x 2= 0   .....(8)   

,    
3 2

ln x 4 ln x 3ln x  0 .....(9)       
3 2

ln x ln x –14ln x 24 0 .....(10)    , 
   

3 2
ln x ln x – 4ln x 4 0 .....(11)     

2
ln x 9   .....(12)  

 تمرين:
 المتراجحات التالية: حل في

ln( ) ln(10 ) ln16 .... (1)x x  ,      ln x –1 ln x – 4 ln x 4    .... (2)   

     ln x+1 ln 25x – 48  ln 72 – 24 x .....(4)   , 
2 8(4 3) .....(3) log x log x  

 
2

lnx – 3lnx – 4 0 .....(6)  ,    2ln x 2x ln 4x 5 .....(5)    
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 تمرين:
3 حلل العبارة .1 7 6x x : .إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى 
 المعادلات التالية: حل في  .2

3أ(  7 6 0x xe e   )ب 
3

3 37 6 0log x log x   
)2lnج(   ) ln( 8) ln3 ln(5 2)x x x     

 تمرين:
 الجمل التالية:   R 2حل في 

3 3 7
(3)

ln ln ln 2 ln3

x y

x y

 


  
 ,  3 2 23

(2)
ln ln ln 7

x y

x y

 


 
, 65
(1)

ln ln ln100

x y

x y

 


 
 

3 2ln( ) ln( ) 3
(6)

ln ln 3 1

x y

x y

  


 

 ,  
2 2 169

(5)
ln ln ln 60

x y

x y

  


 

,
2 2

2 2

13
(4)

ln ln ln 36

x y

x y

  


 
 

(9)
7 log 7log 50y x

xy e

x y




 

 ,  (8)
2log 2log 5y x

xy e

x y




 

, (8)
4log 4log 17y x

xy e

x y




 

 

3.3.2 : مسائل 
  :  01  المسألة

)ب : المعرفة على fنعتبر الدالة العددية ) lnf x x x  
نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j

  
 
 

 

يفاطراف عند أحسب النهايات  -1  . مجموعةالتعر
 .fتغيراتأدرس  -2
بين أن  -3 fCيقطع( )xx0,6نقطة فاصلتها محصورة بين في  و  0,5. 
عين نقطتي تقاطع -4 fC مع المستقيم ذو معادلة. y x 
كل من أحسب -5     2 ; 3 ; 1f f f  و     5 ; 3 ; 2f f fأنشئ  ثم fC و . 

6- F: دالة عددية معرفة ب
2( 1)

( ) ln
2

x
F x x x


  بين أنFدالة أصلية للدالةf على المجال 0; 

)Aأحسب المساحة -7 )للحيز المستوى المحدد بالمنحنى fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 1x x  وy x 1مع عين العدد . :حتى يكونA( ) 2 ln 2 1      

  :  02  المسألة
المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية  0; : ب( ) 3lnf x x x  

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 
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يفاطراف عند أحسب النهايات  -1  . مجموعةالتعر
 .fأدرس تغيرات  -2
بين أن   -8 fC يقطع( )xx4,6 و4,5محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
تقاطععين نقطة  -9 fC مع المستقيم ذو معادلة. y xأكتب معادلة للمماس ثم T.عند هذه النقطة 
أحسب  -3   8 ; 6f f و أنشئ fC، T و . 

باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب التكامل -4
1

ln

e

xdxالمحدد بالمنحنىاستنتج مساحة الح يز المستوي ثم fC 

;و المستقيمات ذات معادلات: 1x e x  وy x 
  :  03  المسألة

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية   0;   : 4ب
( ) 3 8lnf x x x

x
   . 

نسمي  fCزود بالمعلم المتعامد والمتجانس تمثيلها البياني في المستوي الم, ,o i j
  

 
 

 

يفاطراف عند أحسب النهايات  -1  .fالدالة تغير اتجاه أدرس ثم مجموعةالتعر
بين أن  -2 fC يقطع( )xx4,1 و4محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
عين إحداثيتي نقطة الانعطاف ل  -3 fCوأكتب معادلة للمماس T .عندها 
من  Aعين النقطة  -4 fCالتي يكون عندها المماس T يا للمستقيم مواز 3الذي معادلة لهy x  أكتب ثم 

معادلة للمماس T  
بأحس -5   8 ; 6f f  و أنشئ fC، ، T و T . 
6- F  دالة معرفة على المجال 0; : ب. ( ) lnF x x x x  

)عين (أ  )F xاستنتج دالة أصلية للدالةثمf على.  0; 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى (ب  fC2:و المستقيمات ذات معادلات

3
2;x x  0وy . 

  :  04  المسألة
f دالة المعرفة على المجال 0;   : 2ب

( ) 1 3lnf x x x
x

     

نسمي  fCزود بالمعلم المتعامد والمتجانس تمثيلها البياني في المستوي الم, ,o i j
  

 
 

 

يفاطراف عند أحسب النهايات  .1  .fالدالة تغير اتجاه أدرس ثم مجموعةالتعر
عين إحداثيتي نقطة الانعطاف للمنحنى  .2 fC 
)بين أن المعادلة  .3 ) 0f x  تقبل حلا وحيداα7,3و7,2بين محصور. 
أنشئ  f(10)أحسب  .4 fC 
5. F دالة معرفة على المجال 0;  : ب( ) lnF x x x x  

)عين (أ  )F x  واستنتج دالة أصلية للدالةfعلى 0; 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى (ب  fC :و المستقيمات ذات معادلات; 1x e x  وy x 
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  :  05  المسألة
المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية  0;   : ب 

2
( ) ln ln 2f x x x   

نسمي  fC زود بالمعلم المتعامد والمتجانس في المستوي المتمثيلها البياني, ,o i j
  

 
 

 

يفاطراف عند النهاياتأحسب  -أ .1  ماذا تستنتج ؟ ، مجموعةالتعر
 . fأدرس تغيرات -ب

عين نقطتي تقاطع  .2 fCمع( )xx. 
.نقطة الانعطاف ل عين إحداثيتي  .3  fC 
أكتب معدلة للمماس .4 T عند النقطة ذات الفاصلة

0 1x  . 
أحسب .5   8 ; 5f f و أنشئ fC  و T. 
6. F دالة معرفة على المجال 0;  : ب 

2
( ) ln lnF x x a x b x c   

 
 

)عين (أ  )F xثم عين,b aوcحتى تكونF دالة أصلية للدالةf على 0; 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى (ب  fC:2و المستقيمات ذات معادلات ;x e x e  0وy  
  :  06  المسألة

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية   ;0 1;  1: بــ
( ) 1 2ln

x
f x x

x

 
    

 
 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

 .fأدرس تغيرات -1
أحسب نهاية -2 ( ) ( 1)f x x  عندوعند ماذا استنتج ؟ . 

1أحسب -3 1

2 2
f x f x
   

     
   

 . ماذا تستنتج ؟

بة و المنحنى -4 أنشئ المستقيمات المقار fC. 
)lnباستعمال المكاملة بالتجزئة، أوجد دالة أصلية للدالة  -5 )x x  على المجال ; . 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى -6 fC:4و المستقيمات ذات معادلات; 2x x  و. 1y x  
  :  07  المسألة

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة   ; 1 0;   : ب( ) 2 1 ln
1

x
f x x

x

 
    

 
 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

يف.fأحسب النهايات للدالة  -1  عند أطراف مجموعة التعر
 ثم شكل جدول التغيرات.fأدرس اتجاه تغيرات -2
أحسب نهاية   -3 ( ) (2 1)f x x  عندوعند ماذا استنتج ؟ . 
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1أحسب -4 1

2 2
f x f x
   
       
   

 . ماذا تستنتج؟ 

بة و المنحنى -5 .أنشئ المستقيمات المقار  fC 
)lnباستعمال المكاملة بالتجزئة، أوجد دالة أصلية للدالة -6 )x x  على المجال.  ;  
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى -7 fC:3و المستقيمات ذات معادلات; 1x x 2و 1y x . 
8-  n n

u 
.متتالية عددية معرفة ب :  ( ) 2 1nu f n x   

ما هي إشارة  (أ 
nu  ؟ 

أدرس تغيرات (ب  nu و أحسب بدلالةn  المجموع
nS  :حيث

1 2 ....n nS u u u    
  :  08  المسألة

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 1  {بـــ :( ) 3 ln 1f x x x     
نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j

  
 
 

 

يف.fأحسب النهايات للدالة  -1  عند أطراف مجموعة التعر
 ثم شكل جدول التغيرات.fأدرس اتجاه تغيرات -2
بين أن  -3 fC يقطع( )xx4,8 و4,7محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
أكتب معادلة للمماس -4 T عند النقطة ذات الفاصلة.

0 2x   
أحسب -5       8 ; 6 ; 8 6f f f f  و أنشئ fCو.  T 

باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب التكامل  -6 
1

1

ln 1

e

x dx



استنتج مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى ثم fC و

;1المستقيمات ذات معادلات: 0x e x   0وy . 
  :  09  المسألة

المعرفة علىfنعتبر الدالة 1 : 2ب
( ) ln 1

1

x
f x x

x


  


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

يف.fأحسب النهايات للدالة  -1  عند أطراف مجموعة التعر
 ثم شكل جدول التغيرات.  fأدرس اتجاه تغيرات  -2
بين أن  -3 fC يقطع( )xx2,5محصورة بيننقطة فاصلتها في2,6و. 
أكتب معادلة للمماس -4 T عند النقطة ذات الفاصلة.

0 0x  
أحسب -5       6 ; 5 ; 4 ; 8f f f f  و أنشئ fCو.  T 

باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب التكامل -6 
4

2

ln 1x dx. 

أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى -7 fC:4و المستقيمات ذات معادلات; 2x x  0وy . 
  :  10  المسألة
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المعرفة على fنعتبر الدالة العددية   1    : ب( ) ln 1
1

x
f x x

x
   


 

نسمي  fCزود بالمعلم المتعامد والمتجانس تمثيلها البياني في المستوي الم, ,o i j
  

 
 

 (cm 1)الوحدة البيانية: 

يف.fأحسب النهايات للدالة  -1  عند أطراف مجموعة التعر
 ثم شكل جدول التغيرات. fأدرس اتجاه تغيرات  -2
بين أن  -3 fC يقطع( )xx4,5محصورة بيننقطة فاصلتها فيو  4,6. 
أكتب معادلة للمماس -4 T عند النقطة ذات الفاصلة.

0 2x   
أحسب -5       10 ; 8 ; 5 ; 8f f f f  و أنشئ fCو.  T 
الدالة المعرفة علىFلتكن -6 1     : ب( ) 2 ( 2) ln 1F x x x x     
.علىfدالة أصلية للدالةFأنبين  (أ   1  

)أحسب المساحة (ب  )A حيز المستوي المحدد بالمنحنىلل fCالمستقيمات ذات معادلات:و; 0x x  
0yو   0مع  عين العدد . :حتى يكون( ) 2 ln( 1)A    . 

  :  11  المسألة
fدالة معرفة على 1  : ب( ) ln 1

1

x
f x x

x
  


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

يفfأحسب النهايات للدالة  -1  ,fأدرس تغيرات ثمعند أطراف مجموعة التعر
أكتب معادلة للمماس -2 T عند النقطة ذات الفاصلة.

0 0x  
عين إحداثيتي نقطة الانعطاف للمنحنى -3 fC, 
أحسب -4       10 ; 8 ; 5 ; 8f f f f  و أنشئ fCو.  T 
الدالة المعرفة على Fلتكن -5 1  : ب( ) ln 1F x x x x   
على   fدالة أصلية للدالة Fبين أن (أ  1, 

)أحسب المساحة (ج  )A حيز المستوي المحدد بالمنحنىلل fCمعادلات:المستقيمات ذات و; 2x x  
0yو   2مع  عين العدد . :حتى يكون( )A  . 

  :  12  المسألة
fدالة معرفة على   ; 1 0;  : ب. ( ) 2 4ln

1

x
f x x

x

 
    

 
 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

 ماذا تستنتج؟  .1و عند0عندfأحسب النهايات للدالة –أ   -1
limأحسب (ب 

x
f


.و   lim

x
f


 

أحسبنهاية  (ج  ( ) 2f x x عندوعند ماذا تستنتج؟ . 
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منxبين أنه من أجل كل -2   ; 1 0;   :فإن  

 

2 1 2
( )

1

x x
f x

x x

  
 


 . 

 ثم شكل جدول التغيرات.  fأدرس اتجاه تغيرات 

1بين أن   -3
;1

2

 
 
 

 (  C)مركز تناظر للمنحنى  

بة  و -4 .أنشئ المستقيمات المقار  fC 
الدالة المعرفة علىFلتكن -5 0;  : ب   2( ) 4 ln 4 1 ln 1F x x x x x x     . 

.على fدالة أصلية للدالة Fبين أن (أ   0; 
الح يز المستوي المحدد بالمنحنى Aأحسب المساحة (ب  fC:3و المستقيمات ذات معادلات; 1x x  

2yو  x . 
6-  n n

u 
.متتالية عددية معرفة ب :  ( ) 2nu f n x  

ما هي إشارة (أ 
nu  ؟ 

أدرس تغيرات (ب  nuو أحسببدلالةn  المجموع
nS :حيث

1 2 ....n nS u u u    ،ثم عينn :علما أن 
. 4ln2009nS   

  :  13  المسألة
المعرفة على المجالfنعتبر الدالة العددية 2,2   : ب. 1 2

( ) 1 ln
3 2

x
f x x

x


  


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

 ماذا تستنتج؟  .2و عند2عندfأحسب النهايات للدالة –أ  -1
limأحسب  (ب 

x
f


.و   lim

x
f


 

1أحسب النهاية ل   (ج 
( ) 1

3
f x x

 
  

 
 . ماذا تستنتج؟و عندعند

من xبين أنه من أجل كل  -2 2,2 :فإن
 

2

2

16
( )

3 4

x
f x

x


 


  . 

 ثم شكل جدول التغيرات.  fأدرس اتجاه تغيرات

بين أن  -3 0;1 مركز تناظر للمنحنى fC. 
بة  وأنشئ المستقيمات  -4 .المقار  fC 
الدالة المعرفة على Fلتكن -5 2;   : ب   ( ) lnF x x x x      

.عين  (أ  ( )F x 
حيز المستوي المحدد بالمنحنىللAالمساحةأحسب  (ب  fC:4و المستقيمات ذات معادلات; 3x x  

1و 
1

3
y x . 

  :  14  المسألة



29 
 

المعرفة على المجالfنعتبر الدالة العددية 0;     : ب.
2

2ln
( )

x
f x

x
 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

أحسب  -1
0

lim
x

f



.و   lim

x
f


 ماذا تستنتج؟  

 ثم شكل جدول التغيرات. fأدرس اتجاه تغيرات -2
عين نقطة تقاطع  -3 fCمع.  xx 
دلة للمماساأكتب مع -4 Tعند النقطة ذات الفاصلة.

0 1x  
أنشئ -5 fCو.  T 
)المساحةباستعمال المكاملة بالتجزئة؛ أحسب  -6 )A حيز المستوي المحدد بالمنحنىلل fC:والمستقيمات ذات معادلات

; 1x x  0وy  1مع   .ماهيlim ( )A





 .؟
  :  15  المسألة

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية  0; : ب. ln
( )

x
f x

x
 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

أحسب -1
0

lim
x

f



.و   lim

x
f


 ماذا تستنتج؟  

 ثم شكل جدول التغيرات.  fأدرس اتجاه تغيرات  -2
عين نقطة تقاطع  -3 fCمع xx، دلة للمماساأكتبعثم Tعند النقطة ذات الفاصلة.

0 1x  
أنشئ  -4 fCو.  T 
حيز المستوي المحدد بالمنحنىللAأحسب المساحة -5 fC:و المستقيمات ذات معادلات; 1x e x  

0yو  . 
  :  16  المسألة

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية 0;   : 1ب ln
( )

x
f x

x


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

أحسب -1
0

lim
x

f



.و   lim

x
f


 ماذا تستنتج؟  

 ثم شكل جدول التغيرات.  fأدرس اتجاه تغيرات  -2
عين نقطة تقاطع  -3 fCمع xx، دلة للمماساأكتبعثم Tعند النقطة ذات الفاصلة. 0

1
x

e
 

منBعين النقطة -4 fC التي يكون عندها المماس .مارا بالمبدأ و أكتب معادلة له 
أنشئ -5 fCو Tو.   
)المساحةأحسب  -6 )A حيز المستوي المحدد بالمنحنىلل fC:1والمستقيمات ذات معادلات

;x x
e

  
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0yو   1مع

e
  عين العدد . :حتى يكون( ) 1 lnA   . 

  :  17  المسألة
المعرفة على المجالfنعتبر الدالة العددية 0; : ب

2

1 2ln
( )

x
f x

x


 

نسمي  fCزود بالمعلم المتعامد والمتجانس تمثيلها البياني في المستوي الم, ,o i j
  

 
 

 

أحسب -1
0

lim
x

f



.و   lim

x
f


 ماذا تستنتج؟  

 ,fأدرس تغيرات -2
عيننقطة تقاطع  -3 fCمع xx، دلة للمماساعمأكتبثم T النقطةهذه عند. 
أنشئ -4 fCو.  T 

.باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب التكامل:–أ  -5
2

1

ln
e

x
dx

x
 

حيز المستوي المحدد بالمنحنىللAالمساحةأحسب -ب fC ذات معادلات:و المستقيمات; 1x e x  

0yو  . 

  :  18  المسألة
)ب : المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية .I الجزء ) 1 2lng x x x   

)عين -1 )g xو انشئ جدول تغيرات. g 
)و استنتج إشارةg(1)أحسب  -2 )g x حسب قيم. x 

.ب : دالة معرفة علىII. f الجزء
2

1 ln
( )

x
f x

x


 

نسمي  fC زود بالمعلم المتعامد والمتجانس في المستوي المتمثيلها البياني, ,o i j
  

 
 

 ( cm 2)الوحدة البيانية: 

يف. ماذا تستنج؟fأحسب النهايات للدالة -1  عند أطراف مجموعة التعر
بين أن  -2

3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

دلة للمماساعمأكتب -3 Tعند النقطة ذات الفاصلة.
0 1x   

ان بين -4 fC يقطع( )xx0,6 و0,5محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
أنشئ -5 fCو T, 

.باستعمال المكاملة بالتجزئة ؛أحسب   -6
2

1

ln
e

x
dx

x
 

بالمنحنى مساحة الح يز المستوي المحدد2cmأحسب ب : -7 fC:و المستقيمات ذات معادلات; 1x e x  0وy . 
  :  19  المسألة

المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية .I الجزء 0; : 3ب( ) 1 2lng x x x   
)عين -1 )g xجدول تغيرات و انشئ. g 
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)و استنتج إشارةg(1)أحسب  -2 )g x حسب قيم. x 
المعرفة على fنعتبر الدالة العددية .II الجزء 0; : ب

2

ln
( ) 1

x
f x x

x
   

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 (  cm 2)الوحدة البيانية: 

أحسب -أ  -1
0

lim ( )
x

f x




 اذا تستنتج؟ 
limأحسب (ب  ( )

x
f x


و احسب lim ( ) 1

x
f x x


   ماذا تستنتج؟ ، 

بين أن  (ج 
3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

منAعين النقطة  -2 fCالتي يكون عندها المماس Tيا للمستقيم المقارب المائل مواز . 
. أكتب معادلة للمماس  T 

أنشئ -3 fC، Tو , 

باستعمال المكاملة بالتجزئة ؛أحسب   -4
2

1

ln
e

x
dx

x
 

بالمنحنى مساحة الح يز المستوي المحدد2cmب : أحسب -5 fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 1x e x  1وy x . 

  :  20  المسألة
المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية .I الجزء 0; : 2ب( ) 1 lng x x x  . 

)عين -1 )g xو انشئ جدول تغيرات. g 
)و استنتج إشارةg(1)أحسب  -2 )g x حسب قيم. x 

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية .II الجزء 0; : بln
( ) 2

x
f x x

x
   

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 (  cm 2)الوحدة البيانية: 

أحسب-أ  -1
0

lim ( )
x

f x




 ماذا تستنتج؟  
limأحسب (ب  ( )

x
f x


و احسب lim ( ) 2

x
f x x


   ماذا تستنتج؟ ، 

بين أن  (ج 
3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

منAعينالنقطة  -2 fCالتي يكون عندها المماس Tيا للمستقيم المقارب المائل مواز . 
أكتب معادلة للمماس T 

أنشئ -3 fC، Tو , 
)المساحةأحسب -4 )A حيز المستوي المحدد بالمنحنىلل fC:والمستقيمات ذات معادلات; 1x x  

2yو  x  1مع  عين العدد . :حتى يكون( ) 2A  . 
  :  21  المسألة

المعرفة علىgالعددية نعتبر الدالة  .I الجزء 0; : 3ب( ) 1 2lng x x x  . 
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)عين -1 )g xو انشئ جدول تغيرات. g 
)استنتج إشارةو g(1)أحسب  -2 )g x حسب قيم. x 

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية .II الجزء 0; : ب
2

ln
( )

x
f x x

x
  

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 (  cm 2)الوحدة البيانية: 

أحسب  -أ  -1
0

lim ( )
x

f x




 ماذا تستنتج؟  
limأحسب (ب  ( )

x
f x


و احسب lim ( )

x
f x x


ماذا تستنتج؟ ، 

بين أن  (ج 
3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

منAعين النقطة  -2 fCالتي يكون عندها المماس Tيا للمستقيم المقارب المائل مواز . 
 .أكتب معادلة للمماس T 

انبين -3 fC يقطع( )xx0,8 و0,7محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
أنشئ -5 fC، Tو , 

باستعمال المكاملة بالتجزئة ؛أحسب   -6
2

1

ln
e

x
dx

x
 

بالمنحنى مساحة الح يز المستوي المحدد2cmاستنتجب : -7 fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 1x e x  1وy x . 

  :  22  المسألة
المعرفة على gنعتبر الدالة العددية .I الجزء   0;1 1;: 1ب

( ) ln
x

g x x
x


  

)عين )g xو انشئ جدول تغيراتg إشارةاستنتج ثم( )g x حسب قيم. x 

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية .II الجزء   0;1 1; : 3ب ln
( )

1

x x
f x

x

 



 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

يف-أ  -1  ماذا تستنتج؟  .أحسب النهايات عند أطراف مجموعة التعر
بين أن (ب 

3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

منAعين النقطة  -2 fCالتي يكون عندها المماس Tيا للمستقيم المقارب المائل مواز . 
 .أكتب معادلة للمماس T 

انبين -3 fC يقطع( )xx0,8 و0,7محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
أنشئ -8 fC، Tو , 

  :  23  المسألة
المعرفة على gنعتبر الدالة العددية .I الجزء 0;: 2ب( ) 2 2lng x x x   

)عين )g xو انشئ جدول تغيراتg استنتج إشارةثم( )g x حسب قيم. x 
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المعرفة علىfالعدديةالدالة نعتبر .II الجزء 0;: 2بln
( ) 1

x
f x x

x
   

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 ( cm 2) الوحدة البيانية: 

أحسب -أ   -1
0

lim ( )
x

f x




 ماذا تستنتج؟  
limأحسب (ب  ( )

x
f x


و احسب lim ( ) 1

x
f x x


   ماذا تستنتج؟ ، 

بين أن  (ج 
3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

منAعين النقطة  -2 fCالتي يكون عندها المماس Tيا للمستقيم المقارب المائل مواز . 
 .أكتب معادلة للمماس T 

انبين -3 fC يقطع( )xx0,8 و0,7محصورة بيننقطة فاصلتها في. 
أنشئ -4 fC، Tو , 

مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى  cm2أحسب ب : -5 fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 1x e x  1وy x . 

  :  24  المسألة
)ب : المعرفة علىgالدالة العددية نعتبر .I الجزء ) lng x x x . 

)عين -1 )g x ،الدالةوأدرس تغيراتg انشئ جدول تغيرات ثم. g 
)بين أن للمعادلة -2 ) 0g x   حل وحيداستنتج إشارةثم .0,6و 0,5محصور بين( )g x حسب قيم. x 

ب :المعرفة علىfالدالة العدديةنعتبر  .II الجزء 
21

( ) ln
2

f x x x  

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 

يف أحسبأ (   -1  ماذا تستنتج؟   .النهايات عند اطراف مجموعة التعر
)بين أن  (ب  )

( )
g x

f x
x

  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

21بين أن -2
( )

2
f     و استنتج حصرا للعدد( )f , 

أكتب معادلة للمماس -3 Tعند. 1x  
;(8)أحسب -4 (5); ( 8); ( 10)f f f f  و أنشئ fCو.  T 
5- F دالة عددية معرفة على 0;  : ب 

2
( ) ln 2 ln 2F x x x x x x   

دالة أصلية للدالة  Fبين أن (أ  
2

lnx x على المجال.  0; 
المحدد بالمنحنىالح يز المستوي ة ،مساح  cm2أحسب ب : (ب  fC:و المستقيمات ذات معادلات 

; 1x e x  وy x. 

 
  :  25  المسألة

1ب : المعرفة علىgالعددية نعتبر الدالة  .I الجزء
( ) 1 lng x x

x
  . 
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)عين -1 )g xو انشئ جدول تغيرات. g 
)أحسب  -2 1)g و استنتج إشارة( )g x حسب قيم. x 

ب : المعرفة علىfنعتبرالدالة العددية .II الجزء ( ) 1 lnf x x x  
نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j

  
 
 

 . 

يف أحسب–أ   -1  ماذا تستنتج؟  .النهايات عند اطراف مجموعة التعر
)بين أن  (ب  ) ( )f x g x  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 
(إحداثيتي نقطة الانعطاف للمنحنىIاستنتج من الجزء  -2 fC  و أكتب معادلة ل Tمماس fCعندها. 
;(3)أحسب -3 (2); ( 3); ( 5)f f f f  و أنشئ fCو.  T 

الح يز المستوي المحدد بالمنحنىة باستعمال المكاملة بالتجزئة؛ مساح (ج  fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 1x e x  0وy . 

  :  26  المسألة
المعرفة على gالدالة العدديةنعتبر  .I الجزء 0;: ب( ) 3 lng x x x   

)عين -1 )g x ،الدالةوأدرس تغيراتg انشئ جدول تغيرات ثم. g 
)بين أن للمعادلة -2 ) 0g x   حل وحيداستنتج إشارةثم .2,21و 2,2محصور بين( )g x حسب قيم. x 

علىالمعرفة fنعتبر الدالة العددية .II الجزء 0;: ب 
1

( ) 1 2 lnf x x
x

 
    
 

 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 . 

أحسب-أ  -1
0

lim ( )
x

f x




 ماذا تستنتج؟   
limأحسب (ب  ( )

x
f x


, 

بين ان (ج 
3

( )
( )

g x
f x

x
  و استنتج إشارة( )f xأنشئ جدول تغيرات .. f 

بين أن  -2 
2

1
( )f







 و استنتج حصرا للعدد( )f 22طوله 10, 

)2أحسب -3 ); (1)f e f و أنشئ.  fC 
:منxبين أنه من أجل كل عدد حقيقي-أ  -4  0;

ln 2
( ) ln 2

x
f x x

x x
    

lnxباستعمال المكاملة بالتجزئة أوجد دالة أصلية للدالة (ب  x على  المجال.  0; 
.على fاستنتج دالة أصلية للدالة (ج   0; 
الح يز المستوي المحدد بالمنحنى، مساحة    cm2أحسب ب : (د  fC:و المستقيمات ذات معادلات 

2 ; 1x e x  0وy . 

 

 
  :  27  المسألة
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المعرفة على fنعتبر الدالة العددية .I الجزء 1       : 2ب
( ) ln 1

1

x
f x x

x
   


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

. 

يفأحسب -1  .fأدرس تغيراتالدالة  ثم.النهايات عند اطراف مجموعة التعر
أكتب معادلة للمماس  -2 T عند النقطة ذات الفاصلة.

0 0x  
.عين إحداثيتي نقطة الانعطاف للمنحنى -3  fC 
)ما هو عدد حلول المعادلة -4 ) 0f x  في . 

 الحل الموجب تماما. أعط حصرا بعددين طبيعيين متتابعين للعددنسمي

;(5)أحسب -5 (8); (10); ( 9); ( 10); ( 11)f f f f f f   أنشئو fCو.  T 
)استنتج إشارة )f xعلى 0;, 

باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب التكامل -أ  -6 
1

ln 1x dx



( . )هو العدد المعرف سابق 

2بملاحظة أن: (ب  2
2

1 1

x

x x
   

 
 ؛ 

الح يز المستوي المحدد بالمنحنى،مساحة   cm2أحسب ب :  (ه  fC:و المستقيمات ذات معادلات 
; 0x x  0وy . 

ب :المعرفة على gالدالة العدديةنعتبر  .II الجزء 2( ) ln 1x xg x e e  
نسمي   تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j

  
 
 

. 

limحسبأ -1 ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


 . ماذا تستنتج؟
)بينقارن  -2 )g x و 2xf e الدالة . أدرس تغيراتg. 
ليكن -3

0xحل المعادلة( ) 0g x أحسب.
0xبدلالة. 

و أعط حصرا للعدد
0xو

0( )g x أنشئ..   

  :  28  المسألة
الدالة المعرفة علىgلتكن .I الجزء 2;  : ِ ب   

1
( ) ln 2 2 2 1

2
g x x x x

 
      

 
 

منxبين أنه من أجل كل عدد حقيقي -1 2;  :  21 6 23 21
( )

2

x x x
g x

x

  
 


. 

)أدرس إشارة -2 )g xالدالة و استنتج تغيراتgعلى 2;  
)بين أن المعادلة -3 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا0,19حيث 0,18   و استنتج إشارة( )g x. 

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية .II الجزء 2; : 2ب 1 ln( 2)
( )

2 2

x
f x x x

x


  


 

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس, ,o i j
  

 
 

 ( cm 2) الوحدة البيانية: .
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 .fأدرس تغيراتالدالة العددية -1
2بين أن -2 1

( ) 3 5
2

f   


  


.و استنتج حصرا للعدد ( )f  

ِ :  hلتكن -3 2الدالة العددية المعرفة ب 1
( )

2
h x x x و ليكن المنحنى الممثل لها في المعلم. , ,o i j

  
 
 

 

أحسب (أ  lim ( ) ( )
x

f x h x


 ماذا تستنتج ؟ . 
أدرس الوضعية النسبية للمنحنيين (ب  fC َو أرسم.  َ .و  fC 
و (γ)أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنيين  -4 fC:1و المستقيمين اللذان معادلتان لهما

; 1
2

x x    
  :  29  المسألة

  .I الجزء
)كما يلي: المعرفة علىgاتجاه تغيرات الدالة أدرس -1 ) 1tg t e t   ؟  . ما هي القيمة الحدية الصغرى لها على 
 استنتج المتباينات التالية: -2

:tمن أجل كل عدد حقيقي (أ  1te t   ،te t     1وtte  
1tحيث: tمن أجل كل عدد حقيقي (ب    ،ln( 1)t t  
x ،استنتج أنه من أجل عد حقيقي -3 ln 1 x xxe xe    

كما يلي:المعرفة علىfنعتبر الدالة  .II الجزء 2( ) 2ln xf x x e x   
بين أن -1 2( ) 2 2ln 1 xf x x x xe   ما هي نهاية .fعند ؟  نتقبل أن نهايةfعند هي 

)أحسب -2 )f xو بين أن  2 1 1
( )

x

x

x e x
f x

e x

  
 


 fثم شكل جدول تغيراتالدالة  

 ( ،   cm 3في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ) الوحدة البيانية  -3
نعتبر قطع المكافئ P2ذو معادلة 2y x x  و fCالتمثيل البياني للدالةf . 

بين أن fCو Pبان عند . أدرس الوضعيان النسبية للمنحنيينمتقار fCو P 
أكتب معادلة لكل من المماسين -4 Dو Dعلى الترتيب  للمنحنيين fCعند النقطة ذات الفاصلةو 
 وو المماسينوأرسم في نفس المعلم كل من المنحنيين -5

 عدد طبيعي ، نضع ليكن .III الجزء

 متزايدةبرهن أن المتتاليةأ(  -1
 باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب (ب 
 عندعين نهاية (ج 
 ،  نضع:  من أجل كل عدد طبيعي -2

 

 أعط تفسيرا هندسيا للعدد  (أ 

 P0

 fC P D D

n
0

n

x

nu xe dx 

 nu

nu

nu

n

 

 

2

0

0

( ) 2

2 ln 1

n

n

n

x

I f x x x dx

xe dx

   
 

  





nI
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 ، بين أن 1من الجزء 3باستعمال السؤال (ب 
 كنهاية، بين أن تقبلنقبل أن المتتالية (ج 
  :  30  المسألة

 ب :المعرفة علىنعتبر الدالة العددية

 ( cm 2) الوحدة البيانية: .تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس نسمي 

 معادلةالمستقيم ذو يكنول

 متزايدة و موجب على المجالبين أن -1
 بالنسبة إلى. أدرس وضعية مستقيم مقارب للمنحنى؟  بين أن عندما هي نهاية  -2
 شكل جدول تغيرات -3
 وأرسم في نفس المعلم كل من المنحنيين -4
 التكامل المعرف ب :  ليكن -5

 

 ( ) لا يطلب حساب
 فسر بيانيا  (أ 
المعرفة على) يمكن دراسة تغيرات الدالة، لديناحقيقيبين أنه من أجل كل عدد  (ب 

 ، لدينا:( . نقبل أنه من أجل كل عدد حقيقي ب   

 .، لدينااستنتج أنه أجل كل عدد حقيقي (ج 

 .بين أن (د 

يين.طولهاستنتج حصرا للعدد (ه   بعددين عشر
 .حتى يكون. عين مجموعة قي ومنللنقطتين ذات الفاصلةونرمز ب  -6

 
  

2n nI u

 nI12I 

f 0;( ) ln(1 )xf x x e  

 fC, ,o i j
  

 
 

 Dy x

f 0;

f D fC fC D

f

 fC D

I

 

1

0

1

0

ln(1 )

( )

xI e dx

f x x dx

 

 





I

I

0t ln(1 )t t g

 0;( ) ln(1 )g t t t  0t ln(1 )
1

t
t

t
 



0x ln(1 )
1

x
x x

x

e
e e

e


 


  



1

1

2
ln 1

1
I e

e





 
   

 

I0,2

MNx fC Dx0,5MN 
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 الدوال الاسية : 3.4
 

 :تمرين
 كما يلي: المعرفّين على  و نعتبر التاّبعين 

 و             

 ؟ قابل للاشتقاق عند النقّطة  هل التاّبع  
 .قابل للاشتقاق على  بينّ أنّ التاّبع  
 .تقبل حلاّ في المجال  أثبت أنّ المعادلة  

 الحل:
 المعرفّين ب : و  ليكن التاّبعين 

 و            

 لدينا  

 

 .قابل للاشتقاق من اليمين عند النقّطة  إذن التاّبع 

 من جهة أخرى

 

 و  قابل للاشتقاق من اليسار عند النقّطة  إذن التاّبع 

بالتاّلي التاّبع   .غير قابل للاشتقاق عند النقّطة  و

 لدينا  
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 .قابل للاشتقاق من اليمين عند النقّطة  إذن التاّبع 

 من جهة أخرى

 

 و  قابل للاشتقاق من اليسار عند النقّطة  إذن التاّبع 

بالتاّلي التاّبع   .قابل للاشتقاق عند النقّطة  و

 لدينا  

 أي      

 إذن

 

 فإنّ:    نلاحظ أنهّ إذا كان 

 فإنّ    أماّ إذا كان 

 

يةّ  ،  و  مستمرّ على  ، التاّبع ،  إذن إذا كانت  ومنه حسب نظر
 القيم الوسطى:
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 .بحيث  توجد 

 

 :تمرين
ّ م اللاشتقاق، ومشتقهّة قابل دالةليكن   .من أجل كلّ  حققّ تو ة ستمر

 .بحيث:   بينّ أنهّ يوجد  
يةّ التزّايدات المنتهيةّ، أنهّ إذا كانت    ،  فإنّ: بينّ، مستعملا نظر

. 

 الحل:
ّ  اللاشتقاق، ومشتقهّ ةقابل دالةكن تل  ن الدالة. بما أمن أجل كلّ  حققّ تو  ةمستمر

  ّ  أخذ قيم حدّيه الأعلى و الأدنى. إذن يوجد تو  ةكون محدوداتفإنّه على المجال المغلق  ةمستمر

 بحيث:

 . و  

بالتاّلي نأخذ   .بحيث:   فهو يحققّ:  و

ّ  الدالة،  لدينا : من أجل كلّ   يةّ للاشتقاق على  ةوقابل على المجال  ةمستمر ، إذن حسب نظر
 التزّايدات المنتهيةّ :

 بحيث   توجد 

 ومنه حسب السّؤال الأوّل :

 .بحيث  

 .لدينا  ومنه من أجل كلّ  

 والعلاقة محققّة. إذن فإنّ  أماّ بالنسّبة ل  

. 

 :تمرين
 .برهن أنّ :             

 أستنتج أنّ:      

 .برهن أنّ:         

 الحل:
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 أي  ومنه   إذن  لدينا :  

بالتالي   وهو المطلوب. و

 .و منه  إذن   لدينا :      

 أي  فإنّ  إذا كان  

 ( إذن  )لأنّ   ومنه 

بالتاّلي   .أي  و

 :تمرين
بحيث  للاشتقاق عند النقّطة  ة، وقابلعلى المجال ة ( معرفّتماما ) ةموجب دالةو  ليكن  

 . .  برهن أنّ: 
 المعرفّ كما يلي: دالةكن التل 

 

 .، واستنتج  للاشتقاق عند النقّطة  ةقابل بينّ أنّ 

 ، بحيث:        كن تل 
يةّ التزّايدات المنتهيةّ أنّ:  نعلم حسب نظر

 
 . (، ثمّ أحسب مستقلّ عن  فقط ) أي  مرتبط ب   برهن أنّ العدد 

 الحل:
 .  بحيث  للاشتقاق عند النقّطة  لةوقاب على المجال  ةتماما، معرفّ ةموجبدالة و  ليكن  

 لدينا : 

 

 بحيث كن تل 
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 لدينا 

 

بيطال(  )حسب قاعدة لو

 

 .و  للاشتقاق عند النقّطة  ةقابل  إذن 

 .استنتاج 

 ، فإنّ للاشتقاق عند النقّطة  ةتماما وقابل ةموجب ، و من السّؤال الأوّل، بما أنّ لدينا 

 

 المعرفّ ب :   كن تل 

 . حيث  

 لدينا :              

 و بما أنّ 

 ،  فإنّ و  ،  

 

 

 

 . و منه              

 :تمرين
يةّ التزّايدات   المنتهيةّ برهن صحةّ المتراجحة المضاعفة التاّليةّ:باستعمال نظر

. 
 ( و  ) إعانة: يمكن استعمال التاّبعين:    
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 :الحل
 .المتراجحة المضاعفة صحيحة بداهة من أجل  

يّن وقابلين للاشتقاق  و  المعرفّين ب   و ليكن التاّبعين   الذين هما معرفّين، مستمر
يةّ التزّايدات المنتهيةّ على المجال على   إذن: حيث  ، إذن يمكن تطبيق عليهما ، نظر

 

 أي   

 

 .فإنّ:        و بما أنّ 

 تمرين:
ير.     أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 هي الدالة الوحيدة التي تساوي مشتقتها.الدالة  .1
فإنه من أجل كل عدد حقيقي  و بحيثدالة قابلة للاشتقاق علىإذا كانت .2

 
 هي بحيث:  ب : المعرفة على الدالة  .3
فإنه من أجل كل عدد حقيقي  و بحيثدالة قابلة للاشتقاق علىإذا كانت .4

 
 لا تنعدم على فإن و بحيثدالة قابلة للاشتقاق علىإذا كانت .5

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 *،و من أجل كل عدد حقيقي  هي الدالة الوحيدة بحيث من أجل كل عدد حقيقي الدالة  -1
. 

 من أجل كل عدد حقيقي  -2
 ، و من أجل كل عدد حقيقي بحيث من أجل كل عدد حقيقيدالة قابلة للاشتقاق علىإذا كانت -3

 حيث فإنه يوجد عدد حقيقي  وَ    
 هندسية. حسابية، فإن .   إذا كانت ب : متتاليتان معرفتان على ولتكن -4
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 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 فإن   إذا كان  -1
 تقبل حل حقيقي وحيد.  المعادلة -2
 هي المجال مجموعة حلول المتراجحة   -3
 متكافئة مع  المتراجحة  -4

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 حقيقيو من أجل كل عدد من أجل كل عدد حقيقي -1
 و من أجل كل عدد حقيقي من أجل كل عدد حقيقي  -2
 و من أجل كل عدد حقيقي من أجل كل عدد حقيقي  -3
 و من أجل كل عدد حقيقي  من أجل كل عدد حقيقي  -4

 تمرين:
ير.  أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 لهما نفس المماس عن النقطة  ومنحنيات الدوال -1
 ب   هي مشتقة الدالة المعرفة على ب الدالة المعرفة على  -2
3-  

 تمرين:
ير.   أجب بصحيح أم خاطئ مع التبر

 :نضع، من أجل كل عدد حقيقي  
1-  
 :من أجل كل عدد حقيقي  -2
3- f   متناقصة على 
4- f   متناقصة على 
 :من أجل كل عدد حقيقي -5

  ( Q C M )أسئلة متعددة الاختيار
 تمرين:

لمنحنييهما في المستوي  و نرمز ب  و ب : دالتان معرفتان على ولتكن

 المزود بمعلم متعامد و متجانس
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ير:  جواب واحد صحيح فقط، عينه مع التبر
 لدينا: من أجل كل عدد حقيقي -1

 :3ج:2ج: 1ج
 لدينا:  -2

 :3ج:2ج:   1ج
 :تقبل في المعادلة  -3

 لا تقبل حلول :3جحلان                  :2جحل وحيد.        :   1ج
 ب : من المنحنى نحصل على المنحني -4

 انسحاب :3جتناظر مركزي          :2جتناظر محوري.     :   1ج

 تمرين:
بة صحيحة.  يمكن أن يكون عدة أجو

 نعتبر المعادلات التفاضلية :
 ؛ 

 .لة للاشتقاق علىبدالة قاحيث
 فإن: ن و حلان ل  يدالتان غير معدومتوإذا كانت -1

 حل ل  :3جحيث:  يوجد عدد     :2ج     :    1ج
 فإن: حيثحل للمعادلةإذا كانت -2

 .حل ل  الدالة :3ج:2جحيث:يوجد عدد  : 1ج
 فإن:  (E2)حلان للمعادلة  gو   fإذا كانت  -3

 هي دالة ثابتة.  مشتقة الدالة : 3جحيث:  يوجد عدد :2ج: 1ج

 أسئلة خاصة بالدرس:

 تمرين:
لسائل تساوي ، درجة الحرارة، في اللحظة البدائية، نرمز لها بالرمزحجرة ذات درجة حرارة ثابتة تساويفي 

 .. خمس دقائق من بعد، درجة حرارة السائل أصبحت
متناسبة مع الفرق بين ، معبرة بالدقيقة، و بحيث  للسائل هي دالة قابلة للاشتقاق للزمن نقبل أن درجة الحرارة

 .معامل التناسب،و درجة حرارة الحجرة. نسمي  لحرارةدرجة ا
 برهان درس: لتكن المعادلة التفاضلية: -1

 المعطيات:
 هي حل للمعادلة  الدالة 

 المطلوب: 
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 عدد حقيقي ثابت.حيثهو من الشكل :برهن أن كل حل للمعادلة
 .حل المعادلة:  -2
 دقيقة بعد اللحظة البدائية ؟ما هي درجة السائل، -3

 تمرين:
ين مجموعة الدوال حلول المعادلة التفاضليةو مجموعة الدوال حلول المعادلة التفاضليةلتكن  الهدف من التمر

 .وو تحقق: تنتمي إلىهو البرهنة على وجود دالة وحيدة 
 .هي عناصر منو ب  : تحقق أن الدوال المعرفة على -1
 ؛ نضعقابلة للاشتقاق مرتين علىلتكن -2

 .تنتمي إلىإذا و فقط إذا كانتتنتمي إلى أنبرهن  -أ 
 المعطيات: -ب 

 ، من أجل كل عدد حقيقي؛هي عنصر منالدالة 
المطلوب:

 .الذي يحققعنصر منبرهن واحدية الدالة 
 :  . نضع  من أجل كل عدد حقيقي عنصر منلتكن  -3
 .فإنوبرهن أنه إذا كان -أ 
 .وعين عبارتها وتحقق: وتنتمي إلىبرهن أنه توجد دالة وحيدة -ب 

 :المتراجحات و الجمل ،المعادلات تمارين حول 
 تمرين:

 المعادلات التالي:  حل في 
 

 

 تمرين:
 .المعادلة التالية: حل في -1
 .استنتج حلول المعادلة:  -2

 تمرين:
 : ةالمعادلات التاليحل في
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 تمرين:
 : ةالتاليالمتراجحات حل في

 

 

 

 تمرين:
 الجمل التالية:  حل في

 

 مسائل
 :مسألة

 .ب :المعرفة على نعتبر الدالة العددية
 ( cm 2) الوحدة البيانية: .تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس نسمي

َ عندأحسب النهايات للدالة-1  .و
 .أدرس تغيرات فإن:  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي -2
 .وَ عند نقطة فاصلتها محصورة بينيقطع المنحنىبين أن-3
 .وأنشئ أحسب-4
 .باستعمال المكاملة بالتجزئة؛ أحسب-5

 .و وَ المستقيمات ذات معادلات مساحة الح يز المستوى المحدد بالمنحنىأحسب ب : -6

 مسألة:
.ب :المعرفة علىfالعدديةنعتبر الدالة  2( ) ( 5 7) xf x x x e   

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 
 

 و أعط تفسيرا هندسيا لذلك.  عندfأحسب النهاية للدالة -أ-1
 .عندfأحسب نهاية -ب 
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.أدرس تغيرات -ج  f 
أكتب معادلة المماس-2 Tللمنحنى fC عند النقطة ذات الفاصلة. 0 0x  
و أنشئ  ; f(3) ; f(-2) ; f(-1)f(4)أحسب -3 fC وَ المماس.  T 
4-h:دالة عددية معرفة كما يلي. 2( ) ( ) xh x ax bx c e   

b,عين  -أ  aوcحتى تكونhدالة أصلية للدالةf. 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى -أ  fC :1المستقيمات ذات معادلات , 0x x  0وy  . 
  -ب 

 مسألة:
.ب :المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 2( ) ( 1) xf x x x e   

نسمي  fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 
 و أعط تفسيرا هندسيا لذلك.  عندfأحسب النهاية للدالة -أ-1

 .عندfأحسب نهاية -ب 
)2بين أن  -ج  ) ( 3 2) xf x x x e      ثم أدرس تغيراتf. 
أكتب معادلة المماس-2 Tللمنحنى fC0عند النقطة ذات الفاصلة 0x . 
و أنشئ  ; f(3)f(4)أحسب -3 fC وَ المماس T. 
)عين بيانيا عدد حلول المعادلة -4 ) 0,4f x . 
5-h:2دالة عددية معرفة كما يلي( ) ( ) xh x ax bx c e  . 

b,عين -ب  aوcحتى تكونhدالة أصلية للدالةf. 
أحسب مساحة الح يز المستوي المحدد بالمنحنى -ج  fC :1و المستقيمات ذات معادلات , 0x x  0وy  . 

 مسألة:
.ب :المعرفة على   fنعتبر الدالة العددية ( ) xf x xe 

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j   :الوحدة البيانية (2 cm) 

limأحسب  -أ  -1 ( )
x

f x


 و اعط تفسيرا هندسيا لذلك. 
 .عندfأحسب نهاية -ب 
 .fأدرس تغيرات -ج 
أكتب معادلة المماس-2 Tللمنحنى fC 0عند النقطة ذات الفاصلة 0x . 
و أنشئ  f(-2)  ، f(-1) أحسب  -3 fCوَ المماس T, 
باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب مساحة الح يز المستوى المحدد بالمنحنى-4 fC:و المستقيمات ذات معادلات 

1 , 0x x  0وy . 

وجود وعدد نقط تقاطعmقيم الوسيط الحقيقيناقش بيانيا حسب -5 fCمع المستقيم m:ذو معادلةy mx 
6-g:دالة عددية ذات متغير حقيقي معرفة كما يلي( ) xf x xe نسمي .  .تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم السابق 
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)أحسب   -أ  ) ( )g x f x . 
استنتج أن -ب  يستنتج من fCيل نقطي بسيط يطلب تعيينه و أنشئ بتحو . 

 مسألة:
)ب :المعرفة على   fنعتبر الدالة العددية  ) ( 1)x xf x e e  

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 

limأحسب -أ -1 ( )
x

f x


 .تفسيرا هندسيا لذلك و اعط
 .عندfأحسب نهاية -ب 
.أدرس تغيرات -ج  f 
أكتب معادلة المماس -2 Tللمنحنى fC  عند النقطة ذات الفاصلة. 0 0x  
عين إحداثيتي نقطة الانعطاف للمنحنى -3 fC 
و أنشئ f(1)أحسب -4 fC وَ المماس T 
أحسب المساحة  -5 A لح يز المستوى المحدد بالمنحنىا fC:وَ المستقيمات ذات معادلات, ln 4x x  0وy  مع
0 عين . :حتى يكون  2A  . 
 

 مسألة:
)1ب :المعرفة على   fنعتبر الدالة العددية ) xf x xe  

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j   :الوحدة البيانية (2 cm) 

limأحسب   -أ -1 ( )
x

f x


 و أعط تفسيرا هندسيا لذلك. 
 .عندfأحسب نهاية -ب 
.أدرس تغيرات -ج  f 
أكتب معادلة المماس-2 T للمنحنى fC 0عند النقطة ذات الفاصلة 0x  
للمنحنىعين إحداثيتي نقطة الانعطاف -3 fC و أكتب معادلة المماس T للمنحنى fC.عندها 
و أنشئ; f(2)f(1)أحسب-4 fCوَ المماسين Tو.  T  
، المساحة cm2باستعمال المكاملة بالتجزئة، أحسب ب : -5 A لح يز المستوى المحدد بالمنحنىا fC وَ المستقيمات ذات

,معادلات: 0x x  0وy  0مع عين . :حتى يكون    24 1A e cm   . 
6-g    :1دالة عددية ذات متغير حقيقي معرفة كما يلي( ) xg x xe نسمي .  .تمثيلها البياني في المعلم السابق 

)أحسب   -أ  ) ( )g x f x  
استنتج أن -ب    يستنتج من fC .يل نقطي بسيط يطلب تعيينه  بتحو
.أنشئ  -ج    

 مسألة:
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2ب :المعرفة على   fنعتبر الدالة العددية 1( ) xf x x e . 
نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 

limأحسب  -أ  -1 ( )
x

f x


 و اعط تفسيرا هندسيا لذلك. 
 .عندfأحسب نهاية -ب 
.أدرس تغيرات -ج  f 
أكتب معادلة المماس-2 Tللمنحنى fCعند النقطة ذات الفاصلة. 0 1x  
)أحسب-3 1)f  و أنشئ fCوَ المماس.  T 
4-h:دالة عددية معرفة كما يلي 2( ) xh x ax bx c e  . 

b,عين -أ  aوcحتى تكونhدالة أصلية للدالة. f 
لح يز المستوى المحدد بالمنحنىا، مساحة cm2أحسب ب :  -ب  fC:2وَ المستقيمات ذات معادلات , 0x x  0وy  
5-g2ب : دالة معرفة على 1( ) xg x x e نسمي .  .تمثيلها البياني في المعلم السابق 

)أحسب  -أ  ) ( )g x f x . 
استنتج أن -ب  يستنتج من fCيل نقطي بسيط يطلب تعيينه. أنشئ .بتحو   

 مسألة:
ب : المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 

2 1( ) 1 xf x x e   
نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 

limأحسب  -أ  -1 ( )
x

f x


 و اعط تفسيرا هندسيا لذلك. 
 .عندfأحسب نهاية -ب 
 .fأدرس تغيرات -ج 
أكتب معادلة المماس-2 Tللمنحنى fC عند النقطة ذات الفاصلة. 0 0x  
.عين فاصلتي نقطتي الانعطاف للمنحنى-3  fC 
)أحسب-4 3)f (2)f ;و أنشئ fCوَ المماس T. 
5-h  :دالة عددية معرفة كما يلي 2 1( ) xh x ax bx c e    

b,عين -أ  aوcحتى تكونhدالة أصلية للدالة. f 
لح يز المستوى المحدد بالمنحنىا،مساحةcm2أحسب ب :  -ب  fC:1وَ المستقيمات ذات معادلات , 1x x   0وy  
2وجود وعدد وإشارة حلول المعادلة: mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي-6 12 1 0xx x me    . 

 مسألة:
2ب :  المعرفة على fنعتبر الدالة العددية 1

( ) 2
1

x

x

e
f x x

e


  


 

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 

∞ + →𝒇(𝒙)𝒙أحسب    -أ  -1
𝒍𝒊𝒎   و𝒇(𝒙)𝒙→ − ∞

𝒍𝒊𝒎 
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أحسب  -ب  lim ( )
x

f x x


  و lim ( ) 3
x

f x x


     .و اعط تفسيرا هندسيا لذلك 

، xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -2
 

2

2

1
( )

1

x x

x

e e
f x

e

 
 


ثم شكل جدول  ℝعلى المجال fو استنتج اتجاه تغيرات 

 .fتغيرات
1بين أن النقطة  -3

2
(0, )هي مركز تناظر للمنحنى fC  ماذا تستنتج ؟ . 

أكتب معادلة المماس-4 Tللمنحنى fCعند النقطة. 
أنشئ-5 fCو.  T 

كما يلي: الدالة العددية المعرفة على Fلتكن-6 
2

( ) 3 3ln 1
2

xx
F x x e    

 .علىfدالة أصلية للدالةFبين أن -أ 
لح يز المستوى المحدد بالمنحنىاأحسب مساحة الح يز  -ب  fC:1وَ المستقيمات ذات معادلات , 0x x  وy x. 

 مسألة:
ب :المعرفة على  fنعتبر الدالة العددية

2

2

1
( )

1

x

x

e
f x x

e


 


 

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 
)احسب   -1 ) ( )f x f x ماذا تستنتج ؟ . 
limأحسب -أ -2 ( )

x
f x


و lim ( ) ( 1)

x
f x x


   و اعط تفسيرا هندسيا لذلك. استنتج معادلة للمستقيم المقارب ل fC عند

 
أحسب -ب 

0

lim ( )
x

f x




 و اعط تفسيرا هندسيا لذلك.  

بين أن  -ج 
 

2

2
2

2
( ) 1

1

x

x

e
f x

e
  


على المجالfو استنتج إتجاه تغيرات 0, ثم جدول تغيراتf. 

بين أن-3 fCيقطع xx 1فاصلتها ,عند نقطx:11,1حيث 1,2x .  أنشئ . fC , 
لح يز المستوى المحدد بالمنحنىاA(λ)أحسب المساحة   -4 fC:وَ المستقيمات ذات معادلات, 1x x  1وy x  مع
1 . 

 مسألة:
المعرفة على fنعتبر الدالة العددية  ln 2  : ب

 
( )

2 2

x

x

e
f x x

e
 


. 

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j  :الوحدة البيانية(2 cm  ) 

يفها.  fاحسب النهايات للدالة -1  عند أطراف مجموعة تعر
أحسب -2 1

2
lim ( ) ( )
x

f x x


   و lim ( )
x

f x x


.و اعط تفسيرا هندسيا لذلك 
.أدرس تغيرات-3 f 
بين أن:-4 1

4
ln 2, ln 2  مركز تناظر للمنحنى fCأنشئ ..  fC 
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للحيز المستوى المحدد بالمنحنى A(λ)، المساحة cm2أحسب، ب : -5 fC:وَ المستقيمات ذات معادلات, ln 4x x  
1و 

2
y x  معln 4 . 

تقاطعوجود وعدد نقط mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي-6 fC مع المستقيم m :ذو معادلة. y x m  

 مسألة:
2ب :  ∗ℝالمعرفة على fنعتبر الدالة العددية

( )
1

x

x

e
f x x

e
 


 

نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j  :الوحدة البيانية(2 cm  .) 

يفها.  fاحسب النهايات للدالة  -1  عند أطراف مجموعة تعر
أحسب  -2 lim ( ) ( 1)

x
f x x


   و lim ( )

x
f x x


 .و أعط تفسيرا هندسيا لذلك 

 .fأدرس تغيرات -3
بين أن: -4 0,1مركز تناظر للمنحنى fC . 
)بين أن المعادلة  -5 ) 0f x 0تقبل حلx:02,2حيث 2,3x .  أنشئ ..  fC 
للحيز المستوى المحدد بالمنحنى A(λ)أحسب المساحة  -6 fC:وَ المستقيمات ذات معادلات, 2x x   وy x مع
2  . 

 مسألة:
1ب :  المعرفة على  fنعتبر الدالة العددية     

( ) 1
1x

f x x
e

  


 
نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 

∞ + →𝒇(𝒙)𝒙أحسب   -أ   -1
𝒍𝒊𝒎   و𝒇(𝒙)𝒙→ − ∞

𝒍𝒊𝒎 . 
أحسب -ب  lim ( ) ( 1)

x
f x x


   و lim ( ) ( 2)

x
f x x


  و اعط تفسيرا هندسيا لذلك 

، xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -ج 
 

2

2

1
( )

1

x x

x

e e
f x

e

 
 


 علىfثم استنتج اتجاه تغيرات

 fتغيراتثم شكل جدول  -د 
بين أن -2 fC يقطع xx 1فاصلتها ,عند نقطx:11,9حيث 1,8x   .  . 
أكتب معادلة المماس -3 Tللمنحنى fC 0عند النقطة ذات الفاصلة 0x . 
3بين أن -4

0,
2


 
 
 

مركز تناظر للمنحنى  fC ماذا تستنتج؟ . 

أنشئ  -5 fCو المماس.  T 
للحيز المستوى المحدد بالمنحنى Aأحسب المساحة  -6 fC:وَ المستقيمات ذات معادلاتln 2 , 0x x  2وy x . 

 مسألة:
1ب :  المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية

( )
1x

f x x
e

 


 
نسمي fC تمثيلها البياني في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس.  , ,o i j 
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)احسب  -1 ) ( )f x f x ماذا تستنتج ؟ . 
يف ثم أعط تفسيرا هندسيا لذلك. -أ -2  أحسب النهايات عند أطراف مجموعة التعر

أحسب -ب  lim ( )
x

f x x


  و lim ( ) ( 1)
x

f x x


  .و أعط تفسيرا هندسيا لذلك 

، xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -ج 
 

2
( ) 1

1

x

x

e
f x

e
  


 على كل مجال منfو استنتج اتجاه تغيرات

.أنشئ جدول تغيرات -د  f 
بين أن -3 fC يقطع xx 0عند نقطتين فاصلتيهماx1وx  :01,4حيث 1,3x    10,8و 0,9x . 
.أنشئ -4  fC 

)غير معدوم،  :   xحيث من كل عدد حقيقي bوَ aعين العددين الحقيقيين-5 )
1

x

x

be
f x x a

e
  


. 

للحيز المستوى المحدد بالمنحنى  Aأحسب المساحة  fC معادلات:وَ المستقيمات ذاتln3 , ln 2x x    وy x. 

 الدوال الاصلية و التكاملات: 1
 تمرين:

احسب    
 



xx

dx
I

1
. 

 الحلّ:
2txنضع    أو بالضّبطxt    إذن ،tdtdx 2   و 

 2

2

2

1

2
1

tdt
I

t t

dt

t











 

  2

1 1

1 1 1

1 1

t t t

a b

t t


  

 
 

 

 .bو aتعيين 

1بالحساب نجد:  

2
a   1و

2
b . 

 

 و منه 



54 
 

 2

2

1 1
2 2

2

1

2
1

2
1 1

1 1

1 1

ln 1 ln 1 /

1
ln /

1

tdt
I

t t

dt

t

dt
t t

dt
t t

t t c c

t
c c

t







 
  

  

 
  

  

      


  











 

 ، نجدxو بالرجّوع إلى 

 

1
ln /

1 1

dx x
I c c

x x x


   

 
 

 تمرين:
احسب :                               xdxxI cossin 2. 

 الحلّ:
xtنضع  sin      و منهxdxdt cos 

بالتالي        و
2

2

3

sin cos

1
/

3

I x xdx

t dt

t c c





  



 

2و منه    31
sin cos sin /

3
x xdx x c c  . 

 تمرين:
احسب     dxxI

3
12. 

 الحلّ:
12لنضع   xt إذن ،

2

dt
dx   أوdxdt 2 
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 
3

3

3

4

2 1

2

1

2

/
8

I x dx

dt
t

t dt

t
c c

 





  






 

 و بالتاّلي:  

   
3 41

2 1 2 1 /
8

I x dx x c c      

 تمرين:
احسب  

1

0

21 dxxI. 

 الحلّ:
txلنضع  sin  إذن ،tdtdx cos ّو بما أن ،x  لماّ  1إلى  0يتغيرّ منt  إلى  0يتغيرّ من

2

    ّفإن 

2
2

0

2
2

0

1 sin cos

cos cos

I t tdt

t tdt





 







 

موجبة على  cosدالة ال و بما أنّ 








2
,0
 :ّفإن 

2cos cos

cos

t t

t




 

 و
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 

2
2

0

2
2

0

2

0

2

0

cos cos

cos

1
1 cos 2

2

1 sin 2

2 2

1

2 2 4

I t tdt

tdt

t dt

t
t









 





 

 
  

 

 
  

 






 

:                           إذن    

1

0

2

4
1


dxx 

 تمرين:
احسب 






5

2

3
2 4

2
dx

x

x
I. 

 الحلّ:
42لنضع       xt  إذنxdxdt 2، 

فمن أجل    
2

3
x     ّفإن

4

25
4

4

9
4

2

3
2









t ، 

فإنّ  5xو من أجل      94545
2

t ، 

 و منه  
9

25

4

9

25

4

2

25
2 9

4

5
2 3 1

2

dt
I

t

t



 
 

 
   

 

 
   

 



 

1و بالتاّلي                                               
4

2
5

2

3
2




 


dx
x

x
I 
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 التكامل بالتجزئة
 تمرين:

أحسب التكامل  
2

0

sin( )x x dx



. 

 الحلّ:
fgلدينا :     fg gf   . 

تضع                                  

 

 

 

1

sin cos

f x x f x

g x x g x x

   
 

     

 

 ومنه 

  



2 2

2

0

0 0

2

0

2

0

sin( ) cos( ) cos( )

cos( )

sin( )

1

x x dx x x x dx

x dx

x

 







   







 


 

 تمرين:
أحسب  

 dxexxI x752 

 الحلّ:
الأصليةّ هي       دالةال  CeaxaxaxF x  

21

2

0: 

210حساب  ,, aaaلدينا : 

   
     x

x

eaaxaaxa

eaxaxaaxaxF









2110

2

0

21

2

010

2

2' 

و مقارنة  xF مع  '  xexx   ، نجد  752

45

352

11

221

110

00







aaa

aaa

aa

 

 و بالتاّلي

    CexxdxexxI xx  

 4375 22. 
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 تمرين:
أحسب  

 xdxeI x cos2 
 الحلّ:

إن الدالة الأصلية هي على الشّكل   CxxexG x   sincos: 2  ، 

 و منه 

   

    

2

2

sin cos 2 cos 2 sin

2 cos 2 sin

x

x

G x e x x x x

e x x

   

   





    

    
 

و بمقارنة  xG' وxe x cos2   12نجد      2و 0    

1و بالتاّلي  
3 1

3
       2و

2
3

           إذن ، 

 
2

2 cos 2cos sin /
3

x
x e

I e xdx x x c c


     

 تذكير :
 يمكن حساب هذا التكّامل حسب الخاصيتين التاليتين 

ax
ax

dx
n 


  ln1 

  1))(1(

1
2





  nn axnax

dx
n 

 تمرين :
أحسب     13x

dx. 

 الحلّ:
 لدينا

  4321

2

1

1

1

2

1

1

1

1
223
















 x

x

xxx

x

xx
 

 
  4321

2321

1

1
2








x

x

x
 

بالتالي                                   1lnو
1


 x

x

dx 

 
  4321ln

2

1

4321

21 2

2





 xdx

x

x 
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  23

21
arctan

4321
2







x

x

dx 

 ونجد أخيرا أن

 
3

)1(2
arctan

2

1
1ln

6

1
1ln

3

1

1

2

3





x

xxx
x

dx 

 تمرين :
dxأحسب   

x

x
xI  


1
)(

43

21. 

 الحل :
المقام المشترك لل كسور 

4

3
,

2

dttdxtxإذن نضع  4هو   1 34 4,  إذن 

 












 dt

t

t
tdt

t

t
tI

1
4

1
4)(

3

2
2

3

5 

kt
t

dt
t

t
dtt 


  1ln

3

4

3

4

1
44 3

3

3

2
2 

وأخيرا نجد أن  kxxxI  1ln
3

4
)( 4343 

 مثال
أحسب     

dx
x

x
xI 




21
4

)(. 

 الحلّ:
tdtdxxtنضع  2,42  ومنه نجد أن 

2

2

2

2

( ( )) 2
4

4
2 1

4

2 8
4

2
2 2ln

2

t
I x t dt

t

dt
t

dt
dt

t

t
t

t




 
  

 

 



 







 

 

 تمرين:
أحسب    x

dx
xI

sin
)(. 

 الحلّ:
بوضع 

2
tan

x
t    :نحصل على 
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 
2

2

1
( ) 2

2 1

ln /

t dt
I x t

t t

dt

t

t c c








  



 

kأو بعبارة أخرى   
x

xI 
2

tanln)( 

 تمرين:
احسب  xdxx 2cos3sin. 
 الحلّ:

 نجد باستعمال الدستور الأوّل :

      
1

sin 3 2 sin 3 2
2

1 1
sin 5 sin

2 2

1 1
cos5 cos /

10 2

I x x x x x dx

xdx xdx

x x c c

   

 

    



  

 تمرين:
احسب  xdxxI 23 cossin. 
 الحل:

لدينا               

3 2

2 2

2 2

2 4

3 5

sin cos

sin cos sin

1 cos cos sin

cos sin cos sin

1 1
cos cos /

3 5

I x xdx

x x xdx

x x xdx

x xdx x xdx

x x c c





 

 

    







 

 

يقة ثانية:  طر

 

3 2

2 2

2 2

sin cos

sin cos sin

1 cos cos sin

I x xdx

x x xdx

x x xdx





 







 

xtو بوضع  cos  ّفإنxdxdt sin  و منه 
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 2 2 4

3 5

1

1 1
/

3 5

I t t dt t dt

t t c c

   

    

  

 و بالتالي

3 51 1
cos ( ) cos ( ) /

3 5
I x x c c     

 تمرين:
أحسب  xdx5cos. 

 الحل:
لدينا        xdxxxdxxI cossin1coscos

224 

xtو بوضع  sin  ّفإنxdxdt cos   و 

  CtttdttI  
5322

5

1

3

2
1 

 نجد   xو بالرجّوع إلى 

  Cxxxxdx 535 sin
5

1
sin

3

2
sincos 

يقة   1الطّر
 نستعمل القواعد التاّليةّ 

2

2cos1
cos2 x

x


  ،
2

2cos1
sin2 x

x


  ،xxx 2sin
2

1
cossin  ، 

    bababa  sinsin
2

1
cos.sin 

    bababa  coscos
2

1
sin.sin 

    bababa  coscos
2

1
cos.cos. 

 تمرين :
احسب         xdxx 42 cossin 
 الحلّ:

يقة   : 1الطّر
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لدينا         
2

2cos1

4

sin
coscossincossin

2
22242 xx

xxxxx


 

أو            xxxx 2cos14cos1
16

1
cossin 42  

أي          xxxxxx 4cos2cos4cos2cos1
16

1
cossin 42  

و بما أنّ       xxxx 2cos6cos
2

1
4cos2cos  

فإنّ     







 xxxxx 6cos

2

1
4cos2cos

2

1
1

16

1
cossin 42 

Cو منه              
xxx

xI 









12

6sin

4

4sin

4

2sin

16

1 

يقة   : 2الطّر
يقة الأولى، نكتب         ، باستعمال xمن مضعفات  cosو  sinعلى شكل مزج خطّي ل  xq2cosو  xp2sinكما في الطّر

2
cos

ixix ee
x


  ،

i

ee
x

ixix

2
sin


. 

 تمرين:
احسب      xdxI 6cos 

 الحلّ:

لدينا                                      
     

6

6

6 6 4 4 2 2

6

cos
2

1
6 15 20

2

ix ix

ix ix ix ix ix ix

e e
x

e e e e e e



  

 
  
 

       
 

 

أي      202cos304cos126cos2
2

1
cos

6

6  xxxx 

 102cos154cos66cos
2

1
5

 xxx 

Cxإذن      
xxx

I 







 10

2

2sin15

4

4sin6

6

6sin

2

1
5

 

 تمرين:
أحسب        x

dx
I

4sin
. 

 الحلّ :
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يمكننا أن نكتب        x

dx

x
I

22 sinsin

1 

xtو بوضع        cot  ّفإن
x

dx
dt

2sin
 

2و       

2
1

sin

1
t

x
 

و منه          C
t

tdttI   3
1

3
2 

Cxxنجد  xو بالعودة إلى        
x

dx


3

4
cot

3

1
cot

sin
. 

 تمرين:
احسب  x

dx
I

cos
 

 الحلّ :
 ملاحظة:

يقة هي أخذ  إنّ أسهل طر
2

tan
x

t  . 

 

نضع       
2

tan
x

t   إذنtx arctan2 

و منه       
2

2

1

t
dx dt

t



 

و

2

2

2

2

1

1

1

2

1

1
ln ,

1

dt

tI
t

t

dt
t

t
c c

t










  





 

Cأي       
x

x

x

dx








2
tan1

2
tan1

ln
cos

. 

 تمرين:
احسب   xdxI 4tan 
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 الحلّ:
نكتب        dxxxI 11tantan 22 

و منه         dxdxxdxxxI 1tan1tantan 222 ، 

ين هما دالتين أصليتن عاديتن. بالنسّبة للحدّ الأوّل نضع     xtإنّ الحدّين الأخير tan 

إذن    dxxdt 2tan1 

و    CxCtdttdxxx  
33222 tan

3

1

3

1
tan1tan 

Cxxxdxو منه      tantan
3

1
tan 34. 

 تمرين:
أحسب  )1 xdxI 3tan، 
أحسب  )2 x

dx
J

3tan
 

 الحلّ :
 ملاحظة:

ب   xبتبديل       x ، x  و x  ّفإنxdxntan  :لا يتغيرّ و بالتاّلي نختارxt cos  إذا كانn  موجب، و
xt sin  إذا كانn .سالب 

لدينا  )1 dx
x

x
I

3

3

cos

sin ، 

xtو بوضع       cos  ّفإنxdxdt sin 

 و 

 
2

3

2

3

3

sin
sin

cos

1

x
I x dx

x

t
dt

t

dt dt

t t

  


 

  





 

 

Ctو منه 
t

I  ln
2

1
2

 

 نجد xو العودة إلى 
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  Cx
x

xdx cosln
cos2

1
tan

2

3 

لدينا  )2 dx
x

x
J

3

3

sin

cos ، 

xtو بوضع  sin  ّفإنxdxdt cos 

 و 

 
2

3

2

3

3

cos
cos

sin

1

x
J x dx

x

t
dt

t

dt dt

t t






 





 

 

Ctو منه 
t

J  ln
2

1
2

 

 نجد xو العودة إلى 

  Cx
x

dx
x

sinln
sin2

1

tan

1
23

. 

حالات خاصّة:   22 xK

dx    و  22 xK

dx 

 الحالة الأولى:

  22 xK

dx 

لدينا            
2

2

1

1

1
arctan

dx

KI
xK

K

x
C

K K





 


 

 :الحالة الثاّنية

 


22 xK

dx
I 

sinKxنضع       مع
22





  ومنهdKdx cos 
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بالتاّلي           و 2 2

cos

1 sin

1

cos

K d
I

K

d
C

K

 










 





 

  2 2

1 1

K x K x K x

A B

K x K x


  

 
 

 

نستنتج أنّ   
K

A
2

1
 و

K
B

2

1
. 

1 1

2 2

1
ln ln

2

dx dx
I

K K x K K x

K x K x
K

 
 

      

 
 

Cو منه 
xK

xK

K
I 




 ln

2

1 

الحالة العامةّ:    


cbxax

dx
I

2
 

نعلم أنّ :   



















 











2

22

2

4

4

2 a

acb

a

b
xacbxax 

لنضع 
a

b
xu

2
     وK

a

acb



2

2

4

)حسب إشارة  4 acb 42  ) 

 إذن لدينا ثلاثة حالات:

1) 042  acb 

Cيبقى معنا        

a

b
xa

uau

du

a
I 











 

2

1111
2

 

2) 042  acb 

2نضع 

2

2

4

4
K

a

acb


    ومنه 


 C
K

u

aKKu

du

a
I arctan

11
22

 

3) 042  acb 

2نضع 

2

2

4

4
K

a

acb


   ومنه 
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2 2

2 2

1

1

1
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2
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a u K

du

a K u

K u
C

aK K u




 



  




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 الدوال الأصليةّ للدوال الأساسيةّ
1(  vduuvudv 
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 


1

1

1  ،1r 

3(  Cu
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4( Cedue uu 

5( Ca
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dua uu  ln

1

6( Cuudu  cossin

7( Cuudu  sincos

8( Cudu
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 tan
cos
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 cot
sin
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10( C
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 cos
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tan
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udu
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 sin
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cot

sin
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12( Cuudu  coslntan

13( Cuudu  sinlncot

14( Cu
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 tan
cos
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ln

cos
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 الدوال الأصليةّ للأشكال المثلثّيةّ
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sin 2

2( Cuuudu  2sin
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cos 2

3( Cuuudu  tantan2

4( Cuuudu  cotcot 2

5(   Cuuudu  cossin2
3

1
sin 23

6(   Cuuudu  sincos2
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cos 23

7( Cuuudu  coslntan
2
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tan 23

8( Cuuudu  sinlncot
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 tan

cos
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 الدوال الأصليةّ للأشكال المثلثّيةّ العكسيةّ 
 

 

 

 

 

 

  ، 

  ، 

  ، 

 التوّابع الأصليةّ للأشكال الأسّية و اللوّغرثميةّ.
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 الدوال الأصليةّ لأشكال القطع الزاّئديةّ
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 تمارين محلولة 1.1
 :1تمرين 

 .أحسب التكّامل   
 .حيث  تعميم: احسب التكّامل  

 :2تمرين 
 .و  حيث  و  ليكن التاّبعين الأصلييّن التاّلييّن        

 .،  ،  ،  أحسب  
 .و  ،  و  ،  و  ،  و  أوجد علاقة بين  
 ……. استنتج أنّ     

 …… 
 .كثيرات حدود ذات عوامل حقيقيةّ و نعطي زوجيتّه حسب قيمة  ،  ،  ،  حيث 

 ؟( إذا كان )على التوّالي  ماذا يمكن القول عن  
يقة السّؤالين الأوّل و الثاّني أوجد الشّكل العام للتكّاملين:   باستعمال طر

 .و  حيث  و  

 :3تمرين 
 (.و  ، )حيث أحسب التاّبع الأصلي       

 :4تمرين 
 أحسب التكّاملات التاّليةّ :   

 .و  ،  

 :5تمرين 
 أحسب التوّابع الأصليةّ التاّلية:  

    ،    ،     ،     ، 

 :6تمرين 

 .حيث  ليكن التكّامل     

 .أحسب  

1( xdxx 2sincosh

2( bxdxaxsincosh*, IRba 

 axdxxI n

n cos axdxxJ n
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 .و  أوجد علاقة تراجع بين  

 :7تمرين 
 أحسب التوّابع الأصليةّ التاّليةّ  

    ،   ،     ،  ،

     ،    ،. 

 :8تمرين 
 أحسب التوّابع الأصليةّ التاّليةّ   

    ، ،           ،. 

 :9تمرين 
 احسب التكّاملات التاّليةّ   

  ،  ،     ،    ،

     ،  ،      ،. 

 : 10تمرين 

 .احسب         
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ّمارين 1.2  حلّ الت
 :1تمرين 

 نكامل بالتجّزئة مرّتين متتاليتّين 

 

 

 و منه                     

 إذن                               

 و بالتاّلي                                 

 بالتكّامل بالتجّزئة مرّتين نجد 

. 

 :2تمرين 
 لدينا  

 

 

 

 إذن            

 

 إذن            

 نستعل دائما تكامل بالتجّزئة لنجد 
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 :نستنتج من أجل 

 

 

 

 

محققّتين من أجل  و  حسب السّؤال الأوّل. لنفرض أنّ  و  محقّقتين من أجل  و  العلاقتين  
  ،: 

 

 بحيث  محققّة من أجل  و بالتاّلي 

 .و  

 من جهة أخرى لدينا 

 

 بحيث  محققّة من أجل  أي 

 .و  

 من السّؤال الأوّل و العلاقات السّابقة نستنتج بسهولة من أجل أيّ 
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 لهم زوجيةّ درجاتهم أي: ، ، ، و أن  ، ، ، 

 فردييّن و زوجي يكون  إذا كان  -

 زوجييّن. و فردي يكون  إذا كان  -

 ، إذن  ليكن  

 .و  

 نستنتج  

 

 .كثيرات حدود من درجة أقلّ أو تساوي من  ،، ، حيث 

يقة العامةّ بالتكّامل بالتجّزئة التّ يقة المقارنة بعد اشتقاق المعادلات السّابقة. يمكننا أيضا استعمال الطّر ي و نحسبهم باستعمال طر
 استعملناها من قبل:

 

 .أو  ، وهكذا حتىّ نصل إلى و نعيد العمليةّ على 

 باستعمال تكامل بالتجّزئة نجد  

 ،  و  

 . ،  و 

 :3تمرين 
 .بالتكّامل بالتجّزئة نحصل على تكامل لتابع القوى ل 

 (.و  نلاحظ حالتين )

 الحالة الأولى: 

 الحالة الثاّنيةّ: 

 ، فنجد ،  نكامل بالتجّزئة بأخذ 
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. 

 :4تمرين 
 .حساب  

 و بالتاّلي      نضع         

 .، نجد    و بأخذ        

 .حساب  

 و  و بالتاّلي  نضع 

 

 .و منه          

 .حساب  

 و  إذن  نضع 

 و بالتاّلي               
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 ، نجدو بالرجّوع إلى 

. 

 :5تمرين 
 .حساب 

 لدينا     

 إذن  

 

 لنضع 

 

 و منه    

 .حساب  

 .، إذن و نضع  لدينا 

 و بالتاّلي 

 . 

 .حساب  

 ، إذن ، و   ، و لنجري تكامل بالتجّزئة بأخذ ليكن التكّامل 
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 .و منه              

 لنحسب         

 

 

 و منه       

 .نستنتج أنّ    

 .حساب  

يل   ، نتحصّل على باستعمال التحو

 

 

 .و منه  و ل كن 

 .حساب  

 أي و  و منه  نضع 

 و بالتاّلي 

. 

 إنّ ال كسر الناّطق يقبل التفّكيك إلى عناصر بسيطة على الشّكل التاّلي
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. ومنه و  ، ،  لنتحصّل على  

 و في النهّاية 

. 

 :6تمرين 
 .حساب  

 .حيث  لدينا 

 ، فإنّ حلاّ ل   إذن ، إذا كان 

 

 .(، و  نستنتج        )
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 و بالتاّلي إذن 

. 
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 و منه  لدينا 
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. 

 .و  حساب  

 .و  لنحسب 

 نجد  إذن بوضع  و  

. 

 و منه  

 .و      

 .حساب  

 لدينا        

 ، إذن   لنضع 

 لنفكّك ال كسر إلى عناصر بسيطة
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 .لنفكّك إلى عناصر بسيطة ال كسر الناّطق 

 

 ، و منه و  باستعمال المقارنة نجد 
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 .إذن            

 :9تمرين 
 .حساب  

 ، و منه نضع 

 

 .و بالتاّلي                
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 و منه نستنتج  حيث 
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 إذن   

 لدينا  

 

 

 .و منه             

 .حساب  

 لدينا        

 

و  حيث  ، و بالتاّلي ، لنضع لنحسب  

 . و منه     

. 

حيث   و بالتاّلي   ، ، لنضع لنحسب هذه المرةّ  
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 لدينا           

 ، فنجد حيث  نضع إذن 

 

. 

 :10تمرين 

و بالتاّلي  و  إذن  ، أي  لنضع 

 

 لنكامل بالتجّزئة ، بملاحظة ، أنّ 

. 

يد أن نكامله.  لنفكّك إلى عناصر بسيطة ال كسر الذي نر

 ، و منه ،  ،  ،  نجد  
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 تمارين للحلّ 

 :1تمرين 
 أحسب التكّاملات 

     ،    ،   ، 

     ، . 

 2تمرين 

،          ، ،       ،    أحسب  

 

 3تمرين 

 . ،        ،     احسب   

 4تمرين 

 ،      أحسب   

 5تمرين 

 .و  ، أوجد علاقات بين ، نضع  

 احسب قيمة التكّامل  

 6تمرين 

 لحساب التكّامل ،  ثمّ تبديل ثاني   استعمل تبديل أوّل 

 

  



  dx

x

x
xI

1

3
arctan1    

C
x

xx

x

x

x

x

x

xxx























1

3

4

1

1
1

3

1
1

3

ln
2

1

1

3
arctan

2

2

 
dx

ax

1

 


dx
x

x
52 1

2





dx

xtg

xtg

2

2

1

1



dx

e

e

x

x

12

 















 dxxtg 3

2

1
1 22  shxdxchxsh .




dx
e x 1

1
  dxxx 12

  dxxx 232 2

  dxxxx 232 2




dx
xx 232

1

2

  x

dx

sin2 


dx

x

x

cos1

cos1
 xdx5sin

 


dx

x

x
x

1

1

 



dt

tt

t

211

log











2
,0



2


tgt  tg,sin,cost

 

2

0
sin54





d

sinx
2


tgy 

   




2

1

0
22 13514 xxx

dx



88 
 

 7تمرين 

 .على الشّكل    أكتب العبارة 

 احسب  

 8تمرين 

 أحسب 

 

 المتتاليات العددية : 2
 تمرين :

 و   لنعتبر المتتاليةّ الترّاجعيةّ التاّليةّ:    

 .برهن بالترّاجع أنّ :   
 متناقصة تماما. برهن أنّ  
 .برهن أنّ:  
 . استنتج نهاية المتتاليةّ  

 الحل :
 و  لتكن المتتاليةّ الترّاجعيةّ التاّليةّ:     

 .لنبينّ أنهّ  

 ومنه الخاصّية محققّة. لدينا  من أجل 

 .، ولنبينّ صحتّها من أجل الرتّبة  أي  لنفرض أنّ الخاصّية محققّة حتىّ الرتّبة 

بالتاّلي بالفعل :      ..  و

 متناقصة تماما. لنبينّ أنّ المتتاليةّ  

بما أنّ  لدينا   فإنّ   و
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 متناقصة تماما. أي أنّ  المتتاليةّ 

 .لنبرهن بالترّاجع أنّ :  

 إذن الخاصّية محققّة. لدينا  من أجل 

 .، ولنبينّ صحتّها من أجل الرتّبة أي  لنفرض أنّ الخاصّية محققّة حتىّ الرتّبة 

 بالفعل :               

 )فرض الترّاجع((.  إذن . و )لأنّ 

بة، إذن نهايتها موجودة . بما أن  متناقصة و محدودة من الأدنى ب  المتتاليةّ   فإنّ   فهي متقار

 .ومنه  

 :تمرين
 متتاليتّين معرفّتين كما يلي: و  لتكن     

 و     

 

 نضع  
 .أدرس إشارة المتتاليةّ  
 .أدرس رتابة المتتاليةّ  
 .استنتج تقارب المتتاليةّ  

 متجاورتان. و  برهن أنّ المتتاليتّين  
 .نضع :  

 متتاليةّ ثابتة . برهن أنّ  
 .و  استنتج نهايتي    

 الحل:
 متتاليتّين معرفّتين كما يلي: و  لتكن 

 nu

3(
nnuINn

2

1
, 

0n
00

2

1
11 u

n
nnu

2

1
 1n

122
1

2

1

2

1

2

1

11

1

11
 







nn

n

n

n

n

n

u
u

u

u
u

2

1

11

1

2


 nu
nnu

2

1


1
,

2
n n

n IN u  

4( nu0
nnu

2

1
0 

0
2

1
limlim0

00


 nn
n

n
u0lim

0



n

n
u

 
nnu 

nnv
















 1,
3

2

1

1

1

n
vu

u

u

nn

n
















 1,
4

3

12

1

1

n
vu

v

v

nn

n

1(nnn uvwn  ,1

a( 
nnw

b( 
nnw

c( 
nnw

2( 
nnu 

nnv

3(nnn vutn 83,1 

a( 
nnt

b( 
nnu 

nnv

 
nnu 

nnv



90 
 

 و          

 نضع  

 : لديناإشارة  

 

بكتابة هذه العلاقة من أجل   و

 

 

…………… 

 

 

 و بالضرب طرف إلى طرف هذه المعادلات نجد: 

 . لدينا رتابة  

 

بالتاّلي   متناقصة. و

بة. محدودة من الأدنى ب   المتتاليةّ    ومتناقصة فهي متقار

 ومنه    لدينا   

 من جهة أخرى

 

 و   

 . متزايدة و المتتاليةّ  أي المتتاليةّ 
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بالتاّلي المتتاليتان  بتان. و  و  متجاورتان. فهي إذن متقار

 .نضع :  

 لدينا  

 

بكتابة هذه العلاقة من أجل   و

 

 

…………… 

 

 
 .،  و بالضرب طرف إلى طرف هذه المعادلات نجد: 

 إذن  

 و  

 من جهة أخرى 

 

بما أنّ المتتاليةّ أي   .ومنه  تحققّ  فإنّ نهايتها  . و

بما أنّ المتتاليتين   .متجاورتان فإنّ :   و  و

 
 المتتاليات العددية
 المتتاليات العددية

  ( Q C M )أسئلة متعددة الاختيار
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ير غير مطلوب.لكل سؤال، يوجد بالضبط   جوابان صحيحان، أذكرهما. التبر
بة (1  :المتتاليات التالية متقار
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2أحسب (1 1 0, ,u u uما هي طبيعة المتتالية . nu ؟ 
200nuيحقق: nعين أصغر عدد طبيعي (2  
10حيث:Sأحسب المجموع (3 11 28.....S u u u   ثم المجموعnS:0حيث 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :4تمر nu3ب : متتالية عددية معرفة على 2nu n   
2أحسب (1 1 0, ,u u uما هي طبيعة المتتالية . nu ؟ 
444nuيحقق: nأكبر عدد طبيعيعين  (2   
41حيث:Sأحسب المجموع (3 42 88.....S u u u   ثم المجموعnS:0حيث 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :5تمر nu2ب : متتالية عددية معرفة على 5nu n   
2أحسب (1 1 0, ,u u uما هي طبيعة المتتالية . nu ؟ 
500nuيحقق: nأكبر عدد طبيعيعين  (2   
11حيث:Sأحسب المجموع (3 12 55.....S u u u   ثم المجموعnS:0حيث 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :6تمر nu0متتالية حسابية حدها الأول 2u  2و أساسهاr  . 
 n.بدلالةnuثم 88uأحسب (1
1988nuيحقق:nعين أكبر عدد طبيعي (2 . 
0حيث:nSأحسب المجموع (3 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 
.علما أنnعين  (4 1230nS  

ين  :7تمر nu0متتالية حسابية حدها الأول 3u  2و أساسهاr   . 
 n.بدلالةnuثم 22uأحسب (1
 .188عين أكبر حد أصغر تماما من (2
0حيث:nSأحسب المجموع (3 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 
.علما أنnعين  (4 130nS   
ين  :8تمر nu0متتالية حسابية حدها الأول 2u   5و أساسهاr   . 
 n.بدلالةnuثم 10uأحسب (1
 .675عين أكبر حد أصغر تماما من (2
0حيث:nSأحسب المجموع (3 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 
.علما أنnعين  (4 336nS   

ين  :9تمر nu1متتالية حسابية حدها الأولu3و أساسهاr  10تحققو 35u  
 n.بدلالةnuثم u30و 1uأحسب (1
 666عين أصغر حد أصغر تماما من  (2
1حيث::nSأحسب المجموع (3 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :11تمر nu1متتالية حسابية حدها الأولu4وأساسهاr 10تحققو 3u  
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 n.بدلالةnuثم u30و 1uأحسب (1
2002nuيحقق:nعين أصغر عدد طبيعي   (2  
1حيث::nSالمجموعأحسب  (3 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :11تمر nu0متتالية حسابية حدها الأولuوأساسهاr2تحققو 11 u 6و 31u . 
20ثم أحسبrعين الأساس (1 0,u uو. 5u 
.بدلالةnuأحسب (2 n 
9993nuيحقق:nعين أصغر عدد طبيعي   (3  
0حيث::nSأحسب المجموع (4 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :12تمر nu0متتالية حسابية حدها الأولuوأساسهاr8تحققو 45u  15و 94u  . 
7ثم أحسبrعين الأساس (1 0,u uو. 11u 
.بدلالةnuأحسب (2 n 
2009nuيحقق:nعين أكبر عدد طبيعي   (3   
0حيث::nSأحسب المجموع (4 1 1.....n nS u u u     بدلالة. n 

ين  :13تمر nu0متتالية حسابية حدها الأولuوأساسهاr10تحققو 39u  2و 7u  . 
7ثم أحسبrعين الأساس (1 10,u uو. 11u 
.بدلالةnuأحسب (2 n 
2013nuيحقق:nعين أصغر  عدد طبيعي   (3   
0حيث::nSأحسب المجموع (4 1 11.....n nS u u u     بدلالة. n 

ين  :14تمر nu0متتالية حسابية حدها الأولuوأساسهاr2تحققو 25u 10و 67u . 
 0u .   ثم أحسبالحد الأولrعين الأساس (1
.بدلالةnuأحسب (2 n 
2222nuيحقق:nعين أصغر  عدد طبيعي   (3   
0حيث::nSأحسب المجموع (4 1 11.....n nS u u u     بدلالة. n 
1400nSعلما أن   nعين (5  

ين  :15تمر nu0متتالية حسابية حدها الأولuوأساسهاr2تحققو 25u 10و 67u . 
 0u .   ثم أحسبالحد الأولrعين الأساس (1
.بدلالةnuأحسب (2 n 
2222nuيحقق:nعين أصغر  عدد طبيعي   (3   
0حيث::nSأحسب المجموع (4 1 11.....n nS u u u     بدلالة. n 
1400nSعلما أن   nعين (5  

ين  :16تمر nu1متتالية عددية حدها الأولuتحقق: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 
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2

1 2 ..... 4 5nu u u n n     
10عين (1 2 1, ,u u uثم عينnuبدلالة.n 
المتتاليةما هي طبيعة  (2 nu؟ 

ين  :17تمر nu1متتالية عددية حدها الأولuتحقق: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 
2

1 2 ..... 7 2nu u u n n     
10عين (1 2 1, ,u u uثم عينnuبدلالة.n 
ما هي طبيعة المتتالية (2 nu؟ 

ين , :18تمر ,c b a ثلاثة أعداد حقيقية هي حدود متتابعة من متتالية حسابية. 
2أثبت أن الأعداد الحقيقية (1 2 2– , ,  c ab b ac a bc .هي حدود متتابعة من متتالية حسابية 
2الحقيقية أثبت أن الأعداد (2 2 2 2 2 2, ,    a ab b c ac a b bc c     .هي حدود متتابعة من متتالية حسابية 

ين 1إذا كانت الأعداد: :19تمر 1 1
, ,  

a b a c b c  
2:تشكل حدود متتابعة من متتالية حسابية فأثبت أن  2 2, ,c b a   تشكل

 حدود متعاقبة من متتالية حسابية.أيضا 
ين  عدد حقيقي.a :21تمر

بين أن الأعداد الحقيقية     
2 222 22 1 , 2 1 , 2 1a a a a a     متتالية حسابيةحدود متتابعة من. 

ين 1عدد حقيقي غير معدوم و لا يساويa :21تمر

2
 

بين أن الأعداد الحقيقية  
2

2

1 2 2 2 1
, ,

2 1 2 2

a a a a

a a a a

  

 
 حسابية.حدود متتابعة من متتالية 

ين , :22تمر ,c b a  :ثلاثة أعداد حقيقية هي حدود متتابعة من متتالية حسابية ؛ عينها علما أن 

. 15
......(3)

80

a b c

a b c

  


  
,  

93
......(2)

3720

a b c

a b c

  


  
 , 21

......(1)
105

a b c

a b c

  


   
 

2 2 2

333
.....(6)

37205

a b c

a b c

  


  
,

963
....(5)

3306405

a b c

a b c

  


  
,

336
......(4)

1391376

a b c

a b c

  


  
 

15
......(9)

2 3 34

a b c

a b c

  


  
, 312

....(8)
192

a b c

c a

  


 
,

2 2 2

9
...(7)

35

a b c

a b c

  


  
 

6
......(10)

5 6 11

a b c

a b c

  


   
 , 

ين ,عين :23تمر , ,d c b a :بع أعداد حقيقية هي حدود متتابعة من متتالية حسابية تحقق 30أر

45

a b

c d

 

 

 

ين ,عين  :24تمر , ,d c b a:بع أعداد حقيقية هي حدود متتابعة من متتالية حسابية تحقق 30أر

35

a b

c d

 

 

 

ين 1تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :25تمر 2 3

4 5 6

24

69

u u u

u u u

  


  
 

.و الحد الأولrو استنتج الأساس 5uو 2uعين (1 1u 
.بدلالةnuأحسب (2 n 
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566nuيحقق:nعين أكبر عدد طبيعي (3  
0حيث::nSالمجموعأحسب  (4 1 .....n nS u u u    بدلالة. n 
497nSعلما أن: nعين  (5  

ين  :26تمر nu هامتتالية حسابية متزايدة تماماأساسr1الأول هاو الحدu.تحقق: 
1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

165

6655

u u u u u

u u u u u

    


    
 

 .rوالأساس 3uعين (1
 .1uة و استنتجبدلالnuأحسب (2
5661nuيحقق:nعدد طبيعي صغرعين أ (3  
1حيث::nSالمجموعأحسب  (4 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 
497nSعلما أن: nعين  (5  

ين  :27تمر nu هامتتالية حسابية متزايدة تماماأساسr1الأول هاو الحدu.تحقق: 
1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

45

1045

u u u u u

u u u u u

    


    
 

 .rوالأساس 3uعين (1
 .1uة و استنتجبدلالnuأحسب (2
2222nuيحقق:nعين أكبر عدد طبيعي (3  
1حيث::nSالمجموعأحسب  (4 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 
497nSعلما أن: nعين  (5  

ين  :28تمر nu هامتتالية حسابية متزايدة تماماأساسr1الأول هاو الحدu.تحقق: 
1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

25

285

u u u u u

u u u u u

     


    
 

 .rوالأساس 3uعين (1
 .1uة و استنتجبدلالnuأحسب (2
566nuيحقق:nعين أكبر عدد طبيعي (3  
1حيث::nSالمجموعأحسب  (4 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 
497nSعلما أن: nعين  (5  

ين  :29تمر nu هامتتالية حسابية متزايدة تماماأساسr1الأول هاو الحدu.تحقق: 
1 2 3 4

2 2 2 2

1 2 3 4

12

116

u u u u

u u u u

   


   
 

 .rوالأساس1uعين (1
 .nةبدلالnuأحسب (2
 666عين أكبر حد أصغر تماما من (3



97 
 

1حيث::nSالمجموعأحسب  (4 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 
ين  :31تمر nu هامتتالية حسابية متزايدة تماماأساسr1الأول هاو الحدu.تحقق: 

1 2 3 4

2 2 2 2

1 2 3 4

2

46

u u u u

u u u u

    


   
 

 .rوالأساس 1uعين (1
 .nة بدلالnuأحسب (2
 2009عين أكبر حد أصغر تماما من (3
1حيث::nSالمجموعأحسب  (4 2 .....n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :31تمر nu :0متتالية حسابية حيث 3 18u u  1و 5 34u u  
 لهذه المتتالية .rوالأساس0uأوجد الحد الأول (1
 .nة بدلالnuالحد العام أكتب (2
1:حيثnSالمجموع nاحسب بدلالة  (3 2 .....n nS u u u    
 sn=78بحيث:  nأوجد العدد الطبيعي  (4

ين  :32تمر nu: 3متتالية حسابية حيث 5 26u u 7و 4 12u u  . 
 لهذه المتتالية .rوالأساس0uعين الحد الأول (1
0بفرض (2 3u   4وr  
 n.لهذه المتتالية بدلالةnuأكتب عبارة الحد العام- (3
 من هذه المتتالية .201عين الحد ذو الرتبة - (4
 حدان من هذه المتتالية ؟ 2011و 2009هل العددان - (5
 أحسب مجموع المئة حدا الأولى من حدودها . - (6

ين   :33تمر
يد حساب …,4-,7-,10-: لتكن المتتالية الحسابية للأعداد . ما هي رتبة الحد   1400حدا من حدودها ليكون مجموعها  25نر

 الذي نبدأ به ؟  و ما قيمته؟.
يق مستقيم طوله  أميال ثم قطع في  10ميلا .بدأ شخصان الحركة معا من نهايتيه فإذا قطع أحدهما في اليوم الأول مسافة 166طر

يد ميلا واحد عن مسافة اليوم السابق . أما الأخر فقطع في اليوم الأول مسافة أميال ثم  9كل يوم من الأيام التالية مسافة تز
 قطع في كل يوم من الأيام التالية مسافة تنقص نصف ميل عن مسافة اليوم السابق. أوجد بعد كم يوم يتقبلان.

 في كل يوم من الأيام التالية.  DA 1,5ثم ينقص بمقدار   DA 45ي يومه الأولرسم الدخول إلى معرض فأ( 
 أوجد رسم الدخول في اليوم الخامس عشرا.

  DA 100أراد رجلا أن يدخل المعرض يوميا في أسبوعه الثالث فأوجد ما يوفره إذا أشترى تذكرة أسبوعية بمبلغ
 

ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول  :34تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 18

𝑢2 + 2𝑢3 = 28
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 . rو الأساس u2عين (1
 u1ثم استنتج  nبدلالة  unأحسب  (2
  994عين أصغر حد أكبر تماما من (3
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية الأول n(u ( :35تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 9

𝑢3 − 𝑢4 = 2
 

 u1ثم أحسب  rو الأساس u2عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un < -504يحقق:   nعين أصغر عدد طبيعي  (3
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (4
  Sn =-280علما أن:   nعين (5

ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :36تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 69
𝑢1 + 3𝑢3 = 106

 
 u1ثم أحسب  rو الأساس u2عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
   5999عين أكبر حد أصغر تماما من  (3
  nبدلالةSn = u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :37تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 12

𝑢1
2 − 𝑢0 = 15

 
 u0ثم أحسب  rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
 . 5999عين أكبر حد أصغر تماما من (3
  Sn =176علما أن:  nثم عين    nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snأحسب المجموع (4

ين  4u2u - 13u +3 50=تحقق:  =r-  4وأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :38تمر
  u1 عين  (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un> - 7980يحقق:  nعين أكبر عدد طبيعي (3
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (4

ين }:تحقق  rوأساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :39تمر
𝑢2 − 𝑢4 = 4

𝑢5 + 𝑢10 = −24
 

  rو الأساس u0عين (1
 .  nبدلالة  unأحسب  (2
   un=-2995علما أن:  nعين (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث: Snأحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية متزايدة تماما حدها الأول n(u ( :41تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 21

𝑢3
2 − 4𝑢1 = 84
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 u1ثم أحسب  rو الأساس  u2عين  (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
 S=u2+u3+….. +u20حيث    Sثم المجموعu20أحسب (3
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 0uمتتالية حسابية متزايدة تماما حدها الأول n(u ( :41تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 12

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = −132
 

 u0ثم أحسب  rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
   2491عين أصغر حد أكبر تماما من (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموعثم S=u5+u6+….. +u10حيث    Sالمجموعأحسب  (4

ين }تحقق:  rوأساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :42تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 312

𝑢2 − 𝑢0 = 192
 

 u0ثم أحسب  rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  Sn =5368علما أن: nعين ثم    nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snأحسب المجموع (3

ين }تحقق:   rوأساسها 1uمتتالية حسابية متزايدة تماما حدها الأول n(u ( :43تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 9

𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 = 35

 
  u1ثم أحسب   rو الأساس u2عين (1
 u10و استنتج nبدلالة  unأحسب  (2
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث:Snالمجموعثم S=u2+u3+….. +u10حيث    Sأحسب المجموع (3

ين }تحقق:   rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :44تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 15

𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 = 34
 

 u1ثم أحسب  rو الأساس u2عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un> 1998يحقق:  nعين أصغر عدد طبيعي (3
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث:Snالمجموعأحسب  (4

ين }تحقق:   rوأساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :45تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3

𝑢0 − 2𝑢1 + 3𝑢2 =
14

5

 

 u0ثم أحسب  rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un> 2004يحقق:  nعين أصغر عدد طبيعي (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snأحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 0uمتتالية حسابية متناقصة تماما حدها الأول n(u ( :46تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3

𝑢3
2 − 𝑢2

2 = 8
 

 u0ثم أحسب  rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
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   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snأحسب المجموع (3
ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :47تمر

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 9
2𝑢1 + 𝑢3 = 7

 
  rو الأساس u2عين (1
 nبدلالة  unثم أحسب u1استنتج (2
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (3
  Sn =225علما أن: nعين (4

ين }:تحقق  rو أساسها 0uالأولمتتالية حسابية حدها  n(u ( :48تمر
𝑢3 − 𝑢0 = 15

4𝑢1 + 3𝑢3 = 79
 

  rو الأساس u0عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
 2000عين أكبر حد أصغر تماما من (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snأحسب المجموع (4

ين }:تحقق  rو أساسها 1uالأولمتتالية حسابية حدها  n(u ( :49تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24

𝑢4 + 𝑢5 + 𝑢6 + 𝑢7 = 74
 

  rو الأساس u2عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un> 597يحقق:  nعين أصغر عدد طبيعي  (3
   Sn =185علما أن:  nثم عين   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snحسب المجموعأ (4

ين }:تحقق  rو أساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :51تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 + 𝑢5 = 65
 

  rو الأساس u2عين (5
 nبدلالة  unثم أحسب u1استنتج (6
  nبدلالةSn=u1+u2+….. +un حيث: Snأحسب المجموع (7
  30إلى   1كرة متجانسة و مرقمة من 30يحتوي كيس على (8

 (un)نسحب كرتين منه في آن واحد ما هو احتمال الحصول على عددين هما حدين من 

ين }تحقق:  rو أساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u (لتكن  :51تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 15

𝑢2 + 4𝑢0 = 82
 

 u0ثم استنتج   rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
   2009عين أكبر حد أصغر تماما من (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snثم المجموعS=u5+u6+….. +u19حيث    Sاحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rو أساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :52تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 15

𝑢2
2 + 4𝑢0 = 36

 
 u0ثم استنتج  rو الأساس u1عين (1
  nبدلالة unعين (2
  2009عين أكبر حد أصغر تماما من (3
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   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snثم المجموع S=u5+u6+….. +u19حيث    Sاحسب المجموع (4
ين  1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :53تمر

   u1+u3=12علما أن  u2أحسب حدها الثاني (1
  u3+u4+u5=30علما أن u4أحسب حدها الرابع (2
 u1عين أساس هذه المتتالية و حدها الأول (3
 . un =32بحيث  nثم عين  nبدلالة  unأكتب الحد العام  (4
 S=u1+u2+….. +u15حيث    Sأحسب المجموع (5

ين }تحقق:  rو أساسها  0uمتتالية حسابية متزايدة تماماً حدها الأولn(u ( :54تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = −6 

𝑢0
2 − 3𝑢1 = 31          

 
 .u0ثم استنتج rو الأساس  u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
   un =2001علماً أن  nعين (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snثم المجموعS=u5+u6+….. +u670حيث    Sاحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rو أساسها  0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :55تمر
𝑢2 + 𝑢6 =

18

5

𝑢5 + 𝑢7 =
27

5

 

َ  u4عين (1  . rو الأساس u0ثم استنتج u6و
 nبدلالة  unأحسب  (2
  un> 2004يحقق:  nعين أصغر عدد طبيعي (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (1

ين }تحقق:  rو أساسها  0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :56تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 =

13

5

𝑢2 + 3𝑢0 =
77

15

 

 . u0ثم استنتج rو الأساس  u1عين (1
 (un). أدرس تغيرات nبدلالة  unأحسب  (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (3

ين }تحقق:  rو أساسها  0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :57تمر
𝑢1 + 𝑢4 = 14     
𝑢2 + 𝑢5 = 22 

 
 . rو الأساس u0عين (1
 ؟ (un)حد من   2005هل. nبدلالة  unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات  (4
 S=u0+u1+….. +u502حيث   Sاحسب المجموع (3

ين }:تحقق  rو أساسها  0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :58تمر
𝑢5 + 3𝑢3 = 68 

𝑢2 − 3𝑢1 = −10  
 

 . rو الأساس u0عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
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 (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rو أساسها  1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :59تمر
𝑢1 + 𝑢5 + 𝑢9 = −39   
𝑢2 + 𝑢7 = −23             

 
 .u1ثم استنتج rو الأساس  u5عين (1
  un= - 2005علما أن:   nعين . nبدلالة  unأحسب  (2
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث Snاحسب المجموع (3

ين }:تحقق  rو أساسها  1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :61تمر
𝑢3 − 4𝑢4 = 56   
𝑢2 + 3𝑢1 = −13

 
 rو الأساس  u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث Snاحسب المجموع (3

ين }تحقق:  rو أساسها  1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :61تمر
𝑢1 + 𝑢6 =

39

2

𝑢2 + 𝑢7 =
47

2

 

 . rو الأساس  u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
 ما هي رتبته؟ . ؟ (un)حد من    501هل  (3
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rو أساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :62تمر
𝑢1 + 𝑢6 = 14    
𝑢5 + 𝑢10 = 46  

 
  rو أساسها u1الأول الحد عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين }تحقق: rوأساسها  1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :63تمر
𝑢2 + 𝑢7 = 19
𝑢1 + 𝑢4 = 7   

 
 . rو الأساس u1عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين }تحقق: rوأساسها  1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :64تمر
𝑢0 + 𝑢3 = 13
𝑢1 + 𝑢4 = 23

 
 . rو الأساس u0عين  (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
 ؟ ما هي رتبته؟ . (un)حد من  2004هل  (3
 Sn=u10+u11+….. +u401حيث   Sاحسب المجموع (4



103 
 

ين }تحقق:   rو أساسها 0uمتتالية حسابية حدها الأولn(u ( :65تمر
𝑢0 + 3𝑢2 =

26

15

𝑢4 − 5𝑢1 = −
5

3

 

 . rو الأساس u0عين (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين }تحقق:  rوأساسها 1uمتتالية حسابية حدها الأول n(u ( :66تمر
𝑢1 + 3𝑢2 − 𝑢4 = 33
𝑢0 + 𝑢3 = 26             

 
 .  rو الأساس u0عين  (1
 nبدلالة  unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث Snاحسب المجموع (4

ين   :67تمر
يد حساب …,4-,7-,10-لتكن المتتالية الحسابية للأعداد : (1 . ما هي رتبة   1400حدا من حدودها ليكون مجموعها  25نر

 الحد الذي نبدأ به ؟  و ما قيمته؟.
يق مستقيم طوله  (2  ميلا .بدأ شخصان الحركة معا من نهايتيه فإذا قطع أحدهما في اليوم الأول مسافة 166طر

يد ميلا واحد عن مسافة اليوم السابق . أما الأخر فقطع في اليوم   10  أميال ثم قطع في كل يوم من الأيام التالية مسافة تز
أميال ثم قطع في كل يوم من الأيام التالية مسافة تنقص نصف ميل عن مسافة اليوم السابق. أوجد بعد كم  9الأول مسافة 

 يوم يتقبلان.
 في كل يوم من الأيام التالية.  DA 1,5ثم ينقص بمقدار   DA 45في يومه الأولرسم الدخول إلى معرض أ(  (3

 أوجد رسم الدخول في اليوم الخامس عشرا.
  DA 100أراد رجلا أن يدخل المعرض يوميا في أسبوعه الثالث فأوجد ما يوفره إذا أشترى تذكرة أسبوعية بمبلغ ( ب

 المتتاليات الهندسية
ين  :68تمر nu2ب :متتالية عددية معرفة على 3n

nu   
.أحسب (1

2 1 0, ,u u u 
بين أن (2 nu.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
12288nuعلما أن:nالعدد الطبيعي عين (3 . 
0حيث:Sالمجموع أحسب (4 1 33.. S u u u   المجموع ثمnS:0حيث 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 

ين  :69تمر nu1ب :متتالية عددية معرفة على
( 6)

3

n

nu
 

   
 

 

.أحسب (1
2 1 0, ,u u u 

بين أن (2 nu.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
المتتاليةأدرس تغيرات  (3 nu, 
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20حيث:Sالمجموع أحسب (4 21 111.. S u u u   المجموع ثمnS:0حيث 1 1.. n nS u u u    بدلالة. n 
.علما أن:nعين (5 1024

64
nS   

ين  :71تمر nu1ب :متتالية عددية معرفة على
3

2

n

nu
 

   
 

 

.أحسب (1
2 1 0, ,u u u 

.أدرس تغيرات (2  nu 
بين أن (3 nu.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 
182nSعلما أن:nالعدد الطبيعي عين (5   

ين  :71تمر nu1ب :متتالية عددية معرفة على
4

2

n

nu
 

   
 

 

.أحسب (1
2 1 0, ,u u u 

بين أن (2 nu هندسية يطلب تعيين أساسها.متتالية 
1علما أن:nالعدد الطبيعيعين (3

4096
nu . 

0حيث:Sالمجموع أحسب (4 1 33.. S u u u   المجموع ثمnS:0حيث 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 
ين  :72تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولu3و أساسها

4
q  2تحقق

63

16
u  

 n.بدلالةnuأحسبثم 0uأحسب (1
.أدرس تغيرات (2  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (3 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 
1225علما أن:nالعدد الطبيعيعين (4

64
nS .  

ين  :73تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأول 2u  1و أساسها

2
q . 

2أحسب (1 1,u u أحسبثمnuبدلالة.n 
.أدرس تغيرات  (2  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (3 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 

ين  :74تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولu1و أساسها

2
q  0تحقق 12 3 u u   

 n.بدلالةnuأحسبثم 0uأحسب (1
3علما أن:nالعدد الطبيعيعين (2

1024
nu  .  

.أدرس تغيرات  (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 

ين  :75تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولuو أساسهاq 7تحققو 2243 32u u2مع 0u . 
 , qالأساس أحسب (1
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0علما أن:0uعين (2 1 20u u .  
.بدلالةnuأحسب (3 n 
.أدرس تغيرات  (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 

ين  :76تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولuو أساسهاq 4تحققو 127 8u u1مع 0u . 
 , qالأساس أحسب (1
0علما أن:0uعين (2 1 2

19

3
u u u  .  

.بدلالةnuأحسب (3 n 
.أدرس تغيرات  (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالة. n 

ين  :77تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولuو أساسهاq 2تحقق 6625 81u u 2مع 0u  
 .qعين الأساس (1
0علما أن:0uأحسب (2 1

8

3
u u  

.بدلالةnuأحسب (3 n 
3125علما أن:nالعدد الطبيعيعين (4

243
nu  .  

.أدرس تغيرات (5  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (6 1 2.. n nS u u u    بدلالة. n 

ين  :78تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأول 0u 0و أساسهاq  3تحقق 54 49u u 
 .qعين الأساس (1
.وnبدلالةnuأحسب (2 0u 
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةnو. 0u 
limعلما أن:0uعين (5 5n

n
S


.  

n:من أجل كل عدد طبيعينضع: (6 7 25n nv u  
i. أحسبnvبدلالةn . 
ii.  هل nvبة ؟  متقار

ين  :79تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولu0و أساسهاq  5تحقق

81

64
u   3و

9

4
u  

 .0uوqالأساسعين  (1
 nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
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0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn 
ين  :81تمر nu 0متتالية هندسية حدها الأولuو أساسهاq 1تحقق 48u    4و 6u  

 .0uوqعين الأساس (1
 nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn 

ين  :81تمر nu1متتالية هندسية حدها الأول 48u  و أساسهاq  8و

3

8
u  

 .qعين الأساس (5
 nبدلالةnuأحسب (6
3علما أن:nالعدد الطبيعيعين (7

128
nu .  

.أدرس تغيرات (8  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (9 1 .. n nS u u u   بدلالةn 

ين  :82تمر nu0حدها الأول،  متتالية هندسية حدودها موجبة 1u و أساسهاq  4و 625u  
 .qعين الأساس (1
 nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn 

ين  :83تمر nu1متتالية هندسية حدها الأولuو أساسهاq  3وتحقق 24u  6و 192u   
 .1uوqعين الأساس (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
1536nuعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (3  .  
.أدرس تغيرات (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 
3069nSعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (6  .  

ين  :84تمر nu0متتالية هندسية حدها الأول 3u  0أساسهاوq   0وتحقق 1 2

21

4
u u u  . 

 .qعين الأساس (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
3علما أن:nالعدد الطبيعيعين (3

2048
nu .  

.تغيراتأدرس  (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 
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3069nSعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (6  .  
ين  :85تمر nu 0حدها الأولمتتالية هندسية 16u و أساسهاq  1وتحقق 2 4u u . 

 .qعين الأساس (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :86تمر nu0متتالية هندسية حدها الأول 9u 0و أساسهاq   1وتحقق 3 1u u . 
 .qالأساسثم 2uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :87تمر nu0متتالية هندسية حدها الأولu1و أساسها

4
q   0وتحقق 1 2 8u u u  . 

 .1uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :88تمر nu0متتالية هندسية حدها الأولu2و أساسها

3
q   0وتحقق 2

35
3

3
u u . 

 .0uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
320علما أن:nالعدد الطبيعيعين (3

729
nu .  

.أدرس تغيرات (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :89تمر nu1متتالية هندسية حدها الأولu1و أساسها

3
q  2وتحققku  1و .. 728ku u  . 

 .0uوkعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :91تمر nu0متتالية هندسية حدها الأولu0و أساسهاq   0وتحقق 1 2

2 0

26

16

u u u

u u

  


 
. 

 .qالأساسثم 0uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
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.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 11.. n nS u u u    بدلالةn. 

ين  :91تمر nu0متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأولuو أساسهاq  0وتحقق 1 2

4 5 6

2

1250

u u u

u u u

  


  
. 

 .qالأساسثم 0uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 11.. n nS u u u    بدلالةn. 

ين  :92تمر nu0متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأولuو أساسهاq  0وتحقق 1 2

2 3 4

30

120

u u u

u u u

  


  
. 

 .qالأساسثم 0uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
.أدرس تغيرات (3  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (4 1 11.. n nS u u u    بدلالةn. 

ين  :93تمر nu0متتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأولuو أساسهاq  1وتحقق 2 3

1 2 3

70

30

u u u

u u u

  


  
. 

3عين (1 2 1, ,u u u الأساسثمq. 
 ,nبدلالةnuأحسب (2
640nuعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (3 .  
.أدرس تغيرات (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :94تمر nu0متتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأولuو أساسهاq  2وتحقق 4

1 3 5

10

27

u u

u u u

 


  
. 

 .qالأساسثم 3uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
59049nuعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (3 .  
.أدرس تغيرات (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :95تمر nu0متتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأولuو أساسهاq  0وتحقق 1 2

0 1 2

42

512

u u u

u u u

  


  
. 

 .qالأساسثم 3uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
2048nuعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (3 .  
.أدرس تغيرات (4  nu 
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0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :96تمر nu0متتالية هندسية حدودها موجبة  تماما، حدها الأولuو أساسهاq  وتحقق
0 1 2

3 4 5

7

4

7

16

u u u

u u u


  


   


. 

 .qالأساسثم 1uعين (1
 ,nبدلالةnuأحسب (2
2048nuعلما أن:nالعدد الطبيعيعين (3 .  
.تغيراتأدرس  (4  nu 
0حيث:nSالمجموع أحسب (5 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 
limماهي  (6 n

n
S


 ؟

64يحقق   nعين أصغر عدد طبيعي (7 10nS  : 

ين  :97تمر nu1هندسية متزايدة تماما حدها الأول متتاليةuو أساسهاq:1حيث 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  


  
 

 .1uلهذه المتتالية و استنتج الحد الأولqو الأساس2uأ(  أحسب  (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام ب(

0حيث:nSالمجموعج(أحسب  1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

.بحيث يكون: n(عين العدد الطبيعيد 728nS  

2)  nvمتتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn:كما يلي
1

1

2

3

2
n n n

v

v v u





 


 

 .3vو2vأحسب (أ 
2غير معدوم: nنضع من أجل كل عدد طبيعي (ب 

3

n
n

n

v
w

u
 . 

i. بين أن nw. متتالية هندسية 
ii. عبارة الحد العامأكتبnwبدلالةn. 
iii.  عبارة الحد العاماستنتجnvبدلالةn. 

ين  :98تمر nu0متتالية هندسية حدها الأولu0و أساسهاq :حيث
0 1

0 2

13

2

25

4

u u

u u


  


  


 

 .qو الأساس0uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
310nuحيث :  nعين أصغر عدد طبيعي  (3  
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 .الحدود العشرة الأولى المتتالية لهذه المتتالية المجموعأحسب  (4

ين  :99تمر nu 0حدها الأولمتزايدة تماما؛ متتالية هندسيةuو أساسهاq:حيث
0 1 2

0 1 2

61

50

1 1 1 61

8

u u u

u u u


  


   


 

2عين (1 1 0, ,u u uو الأساسq. 
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
0حيث:nSالمجموعأحسب  (3 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :111تمر nu 0حدها الأولمتزايدة تماما؛ متتالية هندسيةuو أساسهاq:0حيث 1 2

2 2 2

0 1 2

21

189

u u u

u u u

  


  
 

 .0uثم عينqو الأساس1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
0حيث:nSالمجموعأحسب  (3 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين  :111تمر nu 0حدها الأولمتزايدة تماما؛ متتالية هندسيةuو أساسهاq:0حيث 1 2

2 2 2

0 1 2

64

84

u u u

u u u

  


  
 

 .0uثم عينqو الأساس1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
0حيث:nSالمجموعأحسب  (3 1 .. n nS u u u   بدلالةn. 

ين   :112تمر
,بين أنه إذا كانت (1 ,c b a:ثلاثة أعداد تشكل حدود متتابعة من متتالية هندسية فإن 

  2 2 2a b c a b c a b c       
بعاتها78أوجد ثلاثة حدود متعاقبة لمتتالية هندسية علما أن مجموعها (2  .3276و مجموع مر

ين , :113تمر ,c b a :ثلاثة أعداد حقيقية هي حدود متتابعة من متتالية هندسية، عينها علما أن 
63

144 ......(3)

0

a b c

a c

b

  


 
 

  ,   16
......(2)

27

a b c

a b c

  


  
   ,   63

......(1)
1728

a b c

a b c

  


  
 

2 2 2

9
......(6)

189

a b c

a b c

  


  
  ,   312

......(5)
192

a b c

c a

  


 
   ,   26

......(4)
2 3 68

a b c

a b c

  


  
 

2 2 2

7
......(9)

21

a b c

a b c

  


  
  ,   

2 2 2

78
......(8)

3276

a b c

a b c

  


  
   ,   21

......(7)
2 3 51

a b c

a b c

  


  
 

   ,   
26

1 1 1 26
......(11)

3

a b c

a b c

a b c

  



  


 

   ,   
13

1 1 1 13
......(10)

9

a b c

a b c

a b c

  



  


 
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ين , :114تمر ,c b a  2ثلاثة أعداد حقيقية تشكل حدود متتابعة من متتالية هندسية ،أثبت أن 2 22a b c .بع تام  مر
ين , :115تمر ,c b aغير معدومة. ثلاثة أعداد حقيقية 

,أثبت أنه إذا كان (1 ,c b a 1حدود متتابعة من متتالية هندسية فإن 1 1
, ,

c b a
 من متتالية هندسية هي حدود متتابعة

,نفرض أن (2 ,c b a:1994حدود متتابعة من متتالية هندسية تحققa b c   1و 1 1 1

1994a b c
  عين., ,c b a 

aنضع: (3 b c S  1و 1 1
P

a b c
   ما هو الشرط الذي يحققه .S َ ,حتى يكونPو ,c b a حدود متتابعة من متتالية

,هندسية. عين في هذه الحالة ,c b a:4حتى يكونS P َ و
2

4
a

c
. 

ين   :116تمر
82الأولى لمتتالية هندسية علما أن مجموع الحد الأول والأخير يساوي خمسأوجد الحدود ال

11
 11ومجموع حدودها يساوي

ين  :117تمر nu 1حدها الأولعدديةمتتاليةu من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 
1 2 .. 3 1n

nu u u     
 .10uو1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
.بحيث يكون: nعين العدد الطبيعي (3 468nu  
ما هي طبيعة (4 nu ؟ 
أدرس تغيرات (5 nu 
 . نرميها ثلاث مرات متتابعات.18,12,6,2,2,1لدينا زهرة نرد متجانسة ذات ستة أوجه مرقمة: (6

ما هو احتمال الحصول على ثلاثة أعداد هي حدود متتابعة من المتتالية  nu ؟ 
ين  :118تمر nu 1حدها الأولعدديةمتتاليةu من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 

 1 2

2
.. 4 1

3

n

nu u u     
 .15uو1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
.بحيث يكون: nعين العدد الطبيعي (3 512nu  
ما هي طبيعة (4 nu ؟ 
أدرس تغيرات (5 nu 

ين  :119تمر nu 1حدها الأولعدديةمتتاليةu من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 

1 2

1
.. 2 1

2

n

nu u u
  

         

 

 .25uو1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
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.بحيث يكون: nعين العدد الطبيعي (3 1

1024
nu  

ما هي طبيعة (4 nu ؟ 
أدرس تغيرات (5 nu 

ين  :111تمر nu 1حدها الأولعدديةمتتاليةu من أجل كل عدد طبيعي غير معدوموn: 

1 2

9 1
.. 1

4 3

n

nu u u
  

         

 

 .25uو1uعين (1
 .nبدلالةnuأكتب عبارة الحد العام (2
.بحيث يكون: nعين العدد الطبيعي (3 1

2187
nu   

ما هي طبيعة (4 nu ؟ 
أدرس تغيرات (5 nu 

ين   :111تمر
ية0uنضع مبلغ مالي  1990و ذلك سنة%10قدرها في البنك مع فائدة سنو

1990المبلغ سنةnuإذا كان (1 nعبر عن،nu بدلالةn0وu 
02nuبعدكم سنة يكون (2 u ؟ 

ين   :112تمر
 نسمة.  200000هو1980نفرض أن عدد سكانها سنة,%5عدد سكان مدينة ما يتزايد كل سنة بنسبة

 ؟2000ما هو عدد سكانها سنة (1
 ؟ 1980ما كان عليه فيعدد سكانها ضعففي أي سنة يصبح  (2

ين   :113تمر
 من الزئبق. mm 760الجوي على سطح البحر هو الضغط

 . km 5,5نفرض أن الهواء هو غاز متجانس و أنه يزداد بالنصف كلما ارتفعنا ب : 
 m،16,5 km،11 km 2250الضغط في ارتفاع ما هو

ين للشهر DA 12000خريج جامعة قبل طلبه للتوظيف من قبل مؤسسة خاصة التي اقترحت عليه مرتب شهري قدره :114تمر
يادة في المرتب الشهري تقدر ب  %10  الأول وز

) للمرتب الشهري خلال السنةnuالمرتب الشهري خلال السنة الأولى و نرمز ب 1uنسمي 1 ),    n n. 

 .3uو2uاحسب  (1
1nuاكتب (2 بدلالةnu. 
 .سنة، ما مجموع الأجور التي يكون الخريج قد تقضاها؟ يطلب التعليل30بعد (3

llllllllllllllllllllllllll 
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ين  3u≠  0مع 81u7u=3تحقق:   q > 0و أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأولn(u( :115تمر
  qعين الأساس (1
   u0+u1+u2=26 علما أن: u0أحسب (2
 .  nبدلالة unأحسب  (3
  (un)أدرس تغيرات  (4
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (5

ين  3u≠   0مع 64u6u=3تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول  n(u ( :116تمر
  qعين الأساس (1
𝑢0علما أن: u0أحسب (2 + 𝑢1 + 𝑢2 =

7

2
 

 . nبدلالة unأحسب  (3
  (un)أدرس تغيرات  (4
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (5

ين  3u=-  1و  8u5u=2تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول  n(u ( :117تمر
 u0ثمعين  qعين الأساس (1
 . nبدلالة unأحسب  (2
  (un)أدرس تغيرات (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

ين  1u≠  0مع 9u3u=1تحقق:   q  > 0و  0uمتتالية هندسية حدها الأول  n(u ( :118تمر
  qالأساسعين  (1
   u0+u1+u2=26 علما أن: u0أحسب (2
 . nبدلالة unأحسب (3
  (un)أدرس تغيرات  (4
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (5

ين  2u≠  0مع 81u2625u=6تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول n(u ( :119تمر
  qعين الأساس (7
𝑢0علما أن: u0أحسب (8 + 𝑢1 =

8

3
 

𝑢𝑛علما أن  nثم عين  nبدلالة unأحسب (9 =
3125

243
 

  (un)أدرس تغيرات  (11
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموعأحسب (11

ين  49u34u=5تحقق:  q > 0و أساسها 0u≠  0هندسية حدها الأول متتالية n(u ( :121تمر
  qعين (1
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 u0و   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع أحسب  (2
∞+علما أن:u0عين (3

𝑙𝑖𝑚 𝑆𝑛 = 5. 
بة ؟ (vn). هل    nبدلالة  vn.أحسب n،vn =7un -25طبيعي من أجل كل عددنضع: (4  متقار

ين 𝑢7و    2u  1=تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول n(u ( :121تمر  =
32

243
 

 u0أحسبو   qعينالأساس (1
 . nبدلالة unأحسب (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

ين  7u  24=و 4u  3=تحقق:   qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول n(u ( :122تمر
 u0أحسبو   qعينالأساس (1
 . nبدلالة unأحسب (2
  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

ين 𝑢8و 3u  8=تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول  n(u ( :123تمر =
1

2
 

 . nبدلالة unأحسب. u0أحسبو    qعينالأساس (1
  (un)أدرس تغيرات  (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3
𝑛علما أن   nعين (4 =

8191

64
 

ين 𝑢3تحقق:  qو أساسها 0u  1=متتالية هندسية حدها الأول n(u ( :124تمر = −
27

64
 

  qعينالأساس (1
𝑢𝑛علما أن nثم عين  nبدلالة unأحسب (2 =

729

4096
 

  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

ين َ  3u 24=تحقق:   qو أساسها 0uحدها الأولهندسية  متتالية n(u ( :125تمر  5u  96=و
 u0عينثم  qعين الأساس (1
 . nبدلالة unأحسب (2
  Sn =381التي يكون من أجلها    nعين .  nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

  nبدلالة vnأحسب. vn =u1u2….vnنضع:

ين }تحقق:  qو أساسها 1uمتتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأول n(u ( :126تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 26

𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 = 68
 

 . nبدلالة unأحسب.  qو الأساس u1،u2،u3 عين (1
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (2
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ين }تحقق:  qو أساسها 1uمتتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأول n(u ( :127تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 21

𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 = 51
 

   qو الأساس u1،u2،u3 عين (1
  un= 3072علما أن  n.عين nبدلالة unأحسب (2
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }:تحقق  qو أساسها 1uمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأول n(u ( :128تمر
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 312

𝑢3 − 𝑢1 = 192
 

  qو الأساس u1،u2،u3عين  (1
 . nبدلالة unأحسب (2
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  r > 0و أساسها 0uمتتالية هندسية حدها الأول n(u ( :129تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 =

63

16

𝑢0 × 𝑢2 × 𝑢4 =
27

4096

 

  rو الأساس u2عين (1
 . nبدلالة unأحسب (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية متناقصة تماما، حدها الأول  n(u ( :131تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 =

63

16

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 =
27

64

 

  qو الأساس u1عين (1
 . nبدلالة unأحسب (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:   qو أساسها 0uمتتالية هندسية متناقصة تماما، حدها الأول n(u ( :131تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 =

35

4

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 =
125

8

 

  qو الأساس u1عين (1
𝑢𝑛علما أن   nعين . nبدلالة unأحسب (2 =

5

1024
 

   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:   qو أساسها 0uمتتالية هندسية متناقصة تماما حدها الأول n(u ( :132تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = −

31

3

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = −
125

27

 

 u0ثم    qو الأساس u1عين (1
𝑢𝑛علما أن   n. عين nبدلالة unأحسب (2 = −

3125

3
 

   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب

ين }تحقق:   qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأول  n(u ( :133تمر
𝑢2 − 𝑢4 = 72
𝑢1 × 𝑢5 = 729

 
 . nبدلالة unأحسبثم  qو الأساس u3عين (1
  (un)أدرس تغيرات  (2
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   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأول n(u ( :134تمر
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 7

𝑢0 × 𝑢4 =
256

9

 

 u0عين ثم qو الأساس u2عين (1
𝑢𝑛علما أن   nثم عين   nبدلالة unأحسب (2 =

1024

3
 

  (un)أدرس تغيرات  (3
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

ين }تحقق: qو أساسها 0uمتتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأول  n(u ( :135تمر
𝑢2 + 𝑢4 =

20

3

𝑢1 × 𝑢5 = 4
 

  qو الأساس u3عين (1
 . nبدلالة unثمّ أحسب u0عين (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية متزايدة تماما، حدها الأول   n(u ( :136تمر
𝑢2 × 𝑢4 = 25

𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 =
35

2

 

  qو الأساس u3عين (1
 . nبدلالة unثمّ أحسب u0عين (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  qو أساسها 0uمتتالية هندسية متناقصة تماما، حدها الأول  n(u ( :137تمر
𝑢2 × 𝑢4 = 81

𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 = 39
 

  qو الأساس u3عين (1
 . nبدلالة unثمّ أحسب u0عين (2
   nبدلالة Sn=u0+u1+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (3

ين }تحقق:  qو أساسها 1uمتتالية هندسية متزايدة تماما؛ حدها الأول  n(u ( :138تمر
𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 = 27
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 13

 
  qو الأساس u2عين (1
 . nبدلالة unأحسب (2
  (un)أدرس تقارب  (3
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (4

 متتاليات حسابية و هندسية
ين 𝑢4تحقق:  qو أساسها 1u  6=تالية هندسية حدها الأولتمn(u ( :139تمر =

2

9
 

بة ؟  (un). هل   nبدلالة unثم أكتب  rأوجد (1  متقار
 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها. (vn). بين أن   n،vn =3n un –nنضع: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم (2
 S'n =v1+v2+….+vnحيث   S'nالمجموع  ثم Sn =u1+u2+ …+unحيث Snالمجموع   nبدلالة أحسب (3

ين  4u 128=و 0u  2=متتالية هندسية متزايدة تماما تحقق:n(u( :141تمر
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  nبدلالة unثم أحسب  rأحسب الأساس (1
n :𝑣𝑛نضع: من أجل كل عدد طبيعي (2 = 𝑙𝑛(𝑢𝑛

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها.  (vn). بين أن (2
ين   nمن أجل كل عدد طبيعي  n=ln(unv   (.   نضع:   qهندسية حدودها موجبة تماما أساسها متتاليةu)n ( :141تمر

 متناقصة ؟ (vn)حتى تكون    q. ما هي قيم qبدلالة   rمتتالية حسابية يطلب تعيين أساسها (vn)بين أن  (1
𝑢0علما أن:   nبدلالة unعين (2 + 𝑢1 + 𝑢2 =

21

2
  nبدلالة vn. عين حينئذu0 u1 u2= 8و   

ين }تحقق: qأساسها 1uمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما؛ حدها الأولn(u ( :142تمر
𝑙𝑛 𝑢1 + 𝑙𝑛 𝑢5 = −12
𝑙𝑛 𝑢2 − 𝑙𝑛 𝑢4 = 4      

 
  nبدلالة  unثم  u1ثم عين    qو   u3عين  (1
 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها. (vn)بين أن  .  vn=ln(un)+ln(un+1)نضع:  (2
Sn. عين علما أن :Sn = v1+v2+….+vnحيث Snالمجموع   nبدلالة أحسب (3

2=230. 
ين  تحقق: qوَ أساسها 1uحدّها الأولمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما n(u ( :143تمر

{
𝑙𝑛 𝑢1 + 𝑙𝑛 𝑢2 + 𝑙𝑛 𝑢3 = 𝑙𝑛 5832
𝑙𝑛𝑢4 − 𝑙𝑛𝑢1 = 𝑙𝑛27                       

 
  nبدلالة unثم احسب u1ثم  qو الأساسu2عين (1
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (2
 لا نفرق بينها عند اللمس.   30إلى   1كرة مرقمة من   30يحتوي كيس على (3

  (un)المتتالية عددين جداءهما حد من احتمال الحصول على  ما في آن واحد من ال كيس. كرتيننسحب عشوائيا 
ين  تحقق: qوَ أساسها 1uحدّها الأولمتتالية هندسية حدودها موجبة تماما n(u ( :144تمر

{
𝑙𝑛 𝑢1 + 𝑙𝑛 𝑢3 = 𝑙𝑛 324
𝑙𝑛𝑢4 − 𝑙𝑛𝑢2 = 𝑙𝑛9        

 
  nبدلالة unثم احسب u1ثم  qو الأساسu2عين (1
   nبدلالة Sn=u1+u2+….. +unحيث:  Snالمجموع  أحسب (2

ين }ب : ℕمتتالية عددية معرفة علىn(u (عدد حقيقي و    aلتكن :145تمر
𝑢0 = 1       ;         𝑢1 = 2            

𝑢𝑛+2 =
1

2
𝑎2𝑢𝑛+1 + (𝑎 − 3)𝑢𝑛

 

  nمن أجل كل عدد طبيعي  vn=un+1 - unنضع: 
 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. (un)متتالية ثابتة.استنتج أن  (vn). تحقق أن   a=2نضع (1

 .Sn =u0+u1+ …+unحيث Snالمجموع   nبدلالة و أحسب   nبدلالة  unعبر عن
   100تماما مناستنتج مجموع الأعداد الفردية الأصغر 

 متتالية هندسية. (vn). تحقق أن  a= - 4نضع (2
 .  nبدلالةvnعين (أ 
 .Sn =v0+v1+v2+….+vn-1حيث Snالمجموع unثم بدلالة   nبدلالة أحسب (ب 
  nبدلالةunاستنتج (ج 

ين 𝑎𝑛ب : ℕمتتالية عددية معرفة علىn(u ( :146تمر = 𝑒2𝑛−
1

3 
 متتالية هندسيةيطلب تعيين أساسها و حدها الأول  (un)أثبت أن (1
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𝑆𝑛علما أن  n.عينSn =a0+a1+a2+….+anحيث Snالمجموع   nبدلالة أحسب (2 =
𝑒

1
3(1−𝑒10)

1−𝑒2 
3) (vn)متتالية عددية معرفة علىℕ : بbn=ln(an)  ما هي طبيعة المتتالية .(bn) ؟ 
𝑆𝑛علما أن:   n. عينS'n =b0+b1+b2+….+bnحيث S'nالمجموع   nبدلالةأحسب (4 =

160

3
 

ين  ثلاثة أعداد حقيقية مختلفة و غير معدومة. z, y, x :147تمر
2أثبت أن:

𝑥−𝑧
,
1

𝑥
,

2

𝑥−𝑦
  z, x, yحدود متتابعة من متتالية حسابية إذا و فقط إذا كانت: 

 حدود متتابعة  من متتالية هندسية
ين  بهذا الترتيب حدود متتابعة لمتتالية حسابية ،هي أعداد حقيقية مختلفة   c, b, a :148تمر

 a +b +c = 18علما أن : c, b ,aتشكل حدود متتابعة لمتتالية هندسية. أوجد   b, c, aو إذا أخذت بالترتيب 
ين بهذا الترتيب تشكل   b, c, aبهذا الترتيب حدود متتابعة لمتتالية حسابية ،وهي  أعداد حقيقية مختلفة  c, b, a :149تمر

 a .b .c  =125 علما أن : c, b ,aحدود متتابعة لمتتالية هندسية. أوجد 
ين هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية   c, a, bهي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية و c, b, a :151تمر

   abc = - 512علما أن: c, b, aهندسية.أحسب 
ين َ  c, b, a :151تمر هي بهذا الترتيب   b, c, aأعداد حقيقية مختلفة هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية و

   a+ b +c=30علما أن: c, b, aحدود متتابعة من متتالية هندسية.  أحسب 
ين  عددان حقيقيان موجبان تماما حيث:    yو   xعين :152تمر

o 2x+y, x+2y, x.هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية 
o (y+1)2, x y+5, (x+1)2 ية.هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندس 

 

ين  عددان حقيقيان موجبان تماما حيث:    yو   xعين :153تمر
o x+2y, 6x-y; x .هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية 
o 4y-x, y+1, x .هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية 

ين  تحقق:  a≠  0أعداد حقيقية مختلفة حيث c, b, a :154تمر
o c , 2b, 3a .هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية حسابية 
o c, b, a هي بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسهاq  عين .q  

ين   :155تمر
1) (un) متتالية حسابية حدها الأولu0=1  و أساسهاr=2  

  nبدلالة unأكتب (أ 
 Sn =u0+u1+ …+unحيث Snالمجموع   nبدلالة أحسب (ب 
2) (vn) متتالية هندسية حيثv5=32  وv8=256  

  nبدلالة vnثم أكتب v0عين أساس هده المتتالية و حدها الأول  (أ 
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(D)

2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y

 .Sn =v0+v1+v2+….+vnحيث Snالمجموع   nبدلالة أحسب (ب 
3) (wn) متتالية عددية معرفة علىℕ : بun =2n+2n+1  

 S"n =w0+w1+v2+….+wnحيث S"nالمجموع   nبدلالة أحسب  (د 
I. المتتاليات التراجعية 

ين يا  :156تمر يبية  شعبة-2010دورة جوان   -الجزائر–﴿ امتحان بكالور  الموضوع الثاني  ﴾-: العلوم التجر
;      ;𝑂 )في معلم متعامد و متجانس   𝑗 )  مثلنا المستقيمين()  و(D)  :معادلتيهما على التواليy=x   و𝑦 =

1

2
𝑥 +

1

3
 

n   ،𝑢𝑛+1و من أجل كل عدد طبيعي   u0 = 6ب :  ℕالمعرفة على   (un)لتكن المتتالية  -1  =
1

2
𝑢𝑛 +

1

3
 

 ؛ دون حسابها مبرزا خطوط الرسم. u4و  u0   ،u1  ،u2  ،u3أنقل الشكل ثم مثل على محور الفواصل الحدود التالية:  .أ 
 (D)و  ()عين إحداثيتي نقطة تقاطع المستقيمين   .ب 
  (un)أعط تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية  .ج 

n  ،𝑢𝑛باستعمال الاستدلال بالتراجع، أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي  أ( -2 >
2

3
 

  (un)استنتج اتجاه تغير المتتالية  ب(
𝑣𝑛بالعلاقة:   nالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي   (vn)نعتبر المتتالية  -3 =  𝑢𝑛 −

2

3
 

 هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول.   (vn)بين أن المتتالية  .أ 
  nبدلالة  unو استنتج عبارة  vnعبارة الحد العام    nأكتب بدلالة  .ب 

 S'n =u0+u1+…+unحيث:  S'nو استنتج المجموع  Sn = v0+v1+…+vnحيث:   Snالمجموع    nأحسب بدلالة  -4
ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية   0u  2 =بحدها الأول  ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :157تمر =

1

2
𝑢𝑛 +

1

2
 

f  دالة عددية معرفة علىℝ :كما يلي𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥 +

1

2
;  𝑂 ; 𝑖)تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو    𝑗 ) . 

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين  (𝑢𝑛)مثل بيانيا المتتالية  -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

 un > 1؛   nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
3) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n: vn=un - 1   

 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها. unأدرس اتجاه تغيرات المتتالية ) (4  ( و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (5
 Pn = v0v1v2…. vnحيث:    Pnالجداء    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (6

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية   0u  3=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :158تمر =
1

3
𝑢𝑛 − 4 

f دالة عددية معرفة علىℝ :كما يلي𝑓(𝑥) =
1

3
𝑥 − ;  𝑂 ; 𝑖)تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو  4  𝑗 ) 

() 
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( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. (𝑢𝑛)أعط تخمينا حول تغيرات  -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n: vn=un+6   
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها. unأدرس اتجاه تغيرات المتتالية ) (3  ( و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين   n= 2un+1u -  5و بالعلاقة التراجعية  0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :159تمر
f دالة عددية معرفة على المجالℝ  :كما يليf(x)=2x-5   وCf   تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 ) 

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un – 5     
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها. unأدرس اتجاه تغيرات المتتالية ) (3  ( و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين   n= 3un+1u -  4و   0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :161تمر
f دالة عددية معرفة على المجالℝ  :كما يليf(x)=3x- 4   وCf   تمثيلها البياني في معلم متعامد 

; )ومتجانس   𝑖  ;  𝑗 ) .( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين  (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. (𝑢𝑛)أعط تخمينا حول تغيرات  -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un – 2  
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
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بها. unالمتتالية )أدرس اتجاه تغيرات  (3  ( و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4

S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 
2+u1

2+u2
2+….+un

2  
 

ين  n= 2un+1u 3+و بالعلاقة التراجعية  0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :161تمر
f دالة عددية معرفة على المجالℝ  :كما يليf(x)=2x+3   وCf   تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 ) 

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un + 3  
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها. unالمتتالية )أدرس اتجاه تغيرات  (3  ( و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية   0u  3=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :162تمر =
1

3
𝑢𝑛 −

4

3
 

f دالة عددية معرفة علىℝ :كما يلي𝑓(𝑥) =
1

3
𝑥 −

4

3
;  𝑂 ; 𝑖)تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو    𝑗 ) 

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un+2  
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها.  (un)أدرس اتجاه تغيرات المتتالية (3  و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة   0u  1=متتالية عددية معرفة  بحدها الأولn(u ( :163تمر =
1

3
𝑢𝑛 +

4

3
 . nمن أجل كل عدد طبيعي  

f دالة عددية معرفة علىℝ :كما يلي𝑓(𝑥) =
1

3
𝑥 +

4

3
 تمثيلها البياني في معلم متعامد  Cfو  

; )ومتجانس    𝑖  ;  𝑗 )  .( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1
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 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n: vn=un- 2  
 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها.  (un)أدرس اتجاه تغيرات المتتالية (3  و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين 𝑢𝑛+1و   α= 0uبحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :164تمر =
1

3
𝑢𝑛 + 4 

 متتالية ثابتة.( unحتى تكون )  αعين (1
n :𝑣𝑛(  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  vn. ) α≠ 6نأخذ (2 = 𝑢𝑛 − 6 

 .αبدلالة  v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 .αو  nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
  (un)المتتالية تقارب أدرس (3
 متناقصة تماما.  (un)حتى تكون αعين (4
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع   αو    nأحسب بدلالة  (5
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع   αو    nأحسب بدلالة (6

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين يا  :165تمر  الموضوع الثاني  ﴾ -: تسيير و اقتصاد  الشعبة  - 2009دورة جوان   -الجزائر –﴿ امتحان بكالور
 (un )  : متتالية عددية معرفة بu0 = -1  و من أجل كل عدد طبيعيn  ،un+1 = 3un -2  

 u2و  u1أحسب  -1
 vn = un -1المعرفة ب :   (vn)لتكن المتتالية العددية  -2

 v0و حدها الأول  qمتتالية هندسية يطلب تعيين أساسها   (vn)أثبت أن   (أ 
 nبدلالة  vnأكتب عبارة الحد العام  (ب 

 .( un)، ثم استنتج تغير المتتالية    n ،un+1 - un=(-4)×3nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي  -3
 u0+u1+….+un = - 79بحيث يكون :  nعين العدد الطبيعي  -4

ين  n  :+4n=u n +13uو من أجل كل عدد طبيعي  0u=-1متتالية  معرفة ب :   n(u( :166تمر
 un≤ 2، يكون  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  -1
 متزايدة. (un)بين أن المتتالية  -2
بة. (un)استنتج أن المتتالية  -3  متقار
  n :vn =un - 2نضع من أجل كل عدد طبيعي  -4

 هندسية، يطلب تحديد حدها الأول و أساسها. (vn)بين أن المتتالية  (أ 
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 .nبدلالة  unثم استنتج الحد العام   nبدلالة  vnأكتب الحد العام  (ب 
∞→𝑥أحسب  (ج 

𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛 
 Sn=u0+u1+….+unحيث :  Snالمجموع    nأحسب بدلالة 

ين  nمن أجل كل عدد طبيعي  nu α=n+1u 3+و بالعلاقة   0u  2=متتالية معرفة  بحدها الأولn(u ( :167تمر
|𝛼|مع < 1 

(vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
3

𝛼−1
 

 αبدلالة  v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول  vnبرهن أن ) (1
 αو  nبدلالة  unثم    vnأحسب  (2
بة. عين   (un)بين أن (3 𝑙𝑖𝑚حتى تكونαمتقار 𝑢𝑛=5

𝑛→+∞         
 

 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع   αو    nأحسب بدلالة  (4
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع   αو    nأحسب بدلالة (5

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين 𝛼معnu α=n+1u 2+و بالعلاقة  0u  0=بحدها الأول  ℕمتتالية معرفة علىn(u ( :168تمر ∈ ℝ 
(vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 −

8

3
 

  v0( متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnحتى تكون ) αعين (1
  nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (2
بها  (un)أدرس اتجاه تغيرات المتتالية (3  و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nأحسب بدلالة  (4

ين 0معnu α=2n+1u 3+و بالعلاقة 0u  2=بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على  n(u ( :169تمر < 𝛼 <
1

2
 

  n   ،un> 0أنه من اجل كل عدد طبيعي أثبت (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +

3

2𝛼−1
 

 αو  v0يطلب تعيين أساسها و حدها الأول( متتالية هندسية vnبين ان ) (أ 
 .αو  nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (ب 

 متزايدة تماما.   (un)أثبت أن (3
بة. . عين   (un)بين أن (6 ∞+→𝑛حتى تكونαمتقار

𝑙𝑖𝑚   𝑢𝑛 = 9 
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع   αو    nأحسب بدلالة  (7
S'n =u0حيث:    S'nالمجموع   αو    nأحسب بدلالة (4

2+u1
2+u2

2+….+un
2   

ين  n=2un+1u -  3و بالعلاقة التراجعية  0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :171تمر
f دالة عددية معرفة علىℝ :كما يلي f(x)=2x-3    وCf   تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 ) 

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 ( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfإحداثيتي نقطة تقاطع  عين -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
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بها. (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n: vn=2un +α 

  v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vn) حتى تكون αعين (أ 
  nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
بها.  (un)أدرس اتجاه تغيرات المتتالية (3  و تقار
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي   (4

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة  0u =-  3بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على n(u ( :171تمر =
2

3
𝑢𝑛 – 𝛼مع𝛼 ∈ ℝ 

 ( متتالية ثابتة.unحتى تكون )  αعين (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un+18  

  v0متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول   (vn)حتى تكونαعين (أ 
  nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
  (un)المتتالية تقارب أدرس اتجاه تغيرات و (3
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nبدلالةأحسب  (4

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة  0u  =-  3بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على n(u ( :172تمر =
1

3
(𝑢𝑛 – 𝛼)مع𝛼 ∈ ℝ 

 ( متتالية ثابتة.unحتى تكون )  αعين (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un-1  

  v0متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول   (vn)حتى تكونαعين (أ 
  nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 
  (un)المتتالية تقارب أدرس اتجاه تغيرات و (3
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nأحسب بدلالة (4

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة  0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على n(u ( :173تمر = −
1

2
𝑢𝑛 + 𝛼مع𝛼 ∈ ℝ 

 ( متتالية ثابتة.unحتى تكون )  αعين (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un+مع ∈ ℝ. 

 αبدلالة   v0متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول    (vn)حتى تكونو αأوجد علاقة بين (أ 
 .αو  nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (ب 
بة. . عين   (un)بين أن (ج  ∞+→𝑛تكونحتى αمتقار

𝑙𝑖𝑚   𝑢𝑛 = 4 
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع   αو   nأحسب بدلالة (3

ين |𝛼|معnu 𝛼=n+1u – 3و بالعلاقة التراجعية 0u  2=بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على n(u ( :174تمر < 1 
 ( متتالية ثابتة ؟unحتى تكون )  αهل توجد قيم للعدد (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un-مع ∈ ℝ 

 αبدلالة   v0متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول    (vn)حتى تكونو αأوجد علاقة بين (أ 
 .αو  nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (ب 
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بة. . عين   (un)بين أن (ج  ∞+→𝑛حتى تكونαمتقار
𝑙𝑖𝑚   𝑢𝑛 = 3 

 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع   αو   nأحسب بدلالة (3
ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة  0u  1=بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على n(u ( :175تمر =

1

2
𝑢𝑛 − 𝛼 + 𝛼مع1 ∈ ℝ∗ 

 ( متتالية ثابتة.unحتى تكون )  αعين (1
2) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=α un+α 2 

  v0متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول    (vn)حتى تكونαأوجد (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (ب 
 (un)المتتالية تقارب أدرس اتجاه تغيرات و (3
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة (4

ين }كما يلي : ℕالمتتالية العددية المعرفة على   n(u ( :176تمر
𝑢0 = −

5

4

𝑢𝑛+1 = (2 + 𝑢𝑛)2 − 2
 

  n-2 < un< -1بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  -1
بة وحدد نهايتها  (un)متتالية متناقصة  ،  أستنتج أن   (un)بين أن -2  متقار
   vn=ln(un +2)كما يلي  :  ℕالمعرفة على    (vn)نعتبر المتتالية  -3

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول.      (vn)أتبت أن (أ 
  nبدلالة unثم   nبدلالة vn أكتب  (ب 
 Sn =v0+v1+…+vnالمجموع  :    nأحسب بدلالة (ج 

ين   :177تمر
n   ،𝑢𝑛+1و من أجل كل عدد طبيعي  u0 =1المعرفة كما يلي:  𝑛∈ℕ(𝑢𝑛)نعتبر المتتالية العددية =

1

3
𝑢𝑛 + 𝑛 − 2 

  u3و  u 1  ،u2أحسب  -1
  n  4    ،un 0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي   -أ -2

  n  5   ،un n -3استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي  -ب

 𝑛∈ℕ(𝑢𝑛)استنتج النهاية للمتتالية  -ج

n  ،𝑣𝑛ب: من أجل كل عدد طبيعي  𝑛∈ℕ(𝑣𝑛)نعرف المتتالية  -3 = −2𝑢𝑛 + 3𝑛 −
21

2
 

 هي متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 𝑛∈ℕ(𝑣𝑛)برهن أن المتتالية  -أ‌
n   ،𝑢𝑛استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي  -ب‌ =

25

4
(

1

3
)

𝑛

+
3

2
𝑛 −

21

4
 

  Sn =u0 +u1 +….+unحيث  Sn، المجموع   nأحسب بدلالة 
ين بالعلاقة التراجعية 0u  2=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :178تمر  2n  - n= un+12u–     3و

(vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:vn=un+𝛼 n – 1 
  v0( متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnحتى تكون ) αعين (1
  nبدلالة  unثم    vnأحسب حينئذ  (2
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 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nأحسب بدلالة  (3
ين 𝑢0بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :179تمر  =

2

3
𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية   =

1

2
𝑢𝑛 +

√2

4
𝑛 +

√2

2
 

(vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑣𝑛 = 𝑢𝑛√2 − 𝑛 
  v0( متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnأثبت أن ) (1
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (2
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nأحسب بدلالة  (3
n،𝑣0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي (4

2 + 𝑣1
2 + ⋯ + 𝑣𝑛

2 =
32

27
[1 − (

1

4
)

𝑛+1

] 
ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية 10u=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على  n(u( :181تمر =

1

3
𝑢𝑛 + 𝑛 − 1 

(vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:  vn=4un- 6n+15   
 . v0( متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnأثبت أن ) (1
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (2
 Sn = u0 +u1 +u2 +….+unحيث:    Snالمجموع     nأحسب بدلالة  (3
n،𝑣0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي (4

2 + 𝑣1
2 + ⋯ + 𝑣𝑛

2 =
32

27
[1 − (

1

4
)

𝑛+1

] 

ين }كما يلي : ℕالمتتالية العددية المعرفة على  n(u ( :181تمر
𝑢0 = 2                              

𝑢𝑛+1 =
1

5
(𝑢𝑛 − 4𝑛 − 1)

 

 u2و   u1أحسب  -1
   n،vn = un+n-1أجل كل عدد طبيعينضع: من  -2

 متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول. (vn)بين أن   .أ 
  nبدلالة  unو استنتج عبارة  nبدلالة  vnأحسب  .ب 
 Sn = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:  Snالمجموع   nأحسب بدلالة  .ج 

ين   :182تمر
(un)   المتتالية المعرفة بحدها الأولu0=0  و من أجل كل عدد طبيعيn  :un+1 =3un+2n+1 . 

(vn)  المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  : كما يليun+1 =un+αn+   حيثα  و .عددان حقيقيان 
 متتالية هندسية، يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. (vn)بحيث تكون  و  αعين  (1
 .nبدلالة  unو vnأحسب  (2
 S'=u0+u1+….+unو   S=v0+v1+….+vnحيث :  'Sو  Sأحسب المجموعين  (3
 .5على  3nبواقي القسمة الإقليدية للعدد  nأ( عين حسب قيم العدد الطبيعي  (4

 5مضاعفا للعدد  unالتي يكون من أجلها  nب( عين قيم العدد الطبيعي 
ين  n  1-n=unu+و بالعلاقة التراجعية 00u=بحدها الأول ℕمتتالية عددية معرفة على  n(u( :183تمر

 . nبدلالة  unأحسب  (1
  (un)أدرس تقارب (2
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ين 𝑢0كما يلي:   ℕمتتالية عددية على  n(u( :184تمر =
1

2
n    ،𝑢𝑛+1و من أجل كل عدد طبيعي  =

1

2
𝑢𝑛 +

1

3
𝑛 +

2

3
 

 u2و   u1أحسب  -1
n،𝑣𝑛نضع: من أجل كل عدد طبيعي -2 = 𝑢𝑛 −

2

3
𝑛 

 متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول. (vn)بين أن   .أ 
  nبدلالة  unو استنتج عبارة  nبدلالة   vnأحسب  .ب 
 Sn = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:  Snالمجموع   nأحسب بدلالة  .ج 

ين }متتالية معرفة كما يلي:  n(u( :185تمر
𝑢1 = 3                                                    

𝑛 × 𝑢𝑛+1 = (3𝑛 + 3)𝑢𝑛 − 8𝑛 − 12
 

  un 0:1و يختلف عن    nمعدومبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير  -أ (1
 متناقصة.  (un)أثبت أن المتتالية  -ب

  n   ،nvn =4- unالمعرفة كما يلي: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  ∗𝑛∈ℕ(𝑣𝑛)نعتبر المتتالية العددية  (2
 هندسية، يطلب تعيين أساسها.   (vn)بين أن المتتالية  .أ 
  nبدلالة   unثم  vnاحسب  .ب 
 إلى جداء عوامل أولية. 405حلل  -أ (3

 un = - 401غير المعدوم الذي يحقق:  nعين العدد الطبيعي  -ب 

ين بالعلاقة التراجعية  0u  2 =متتالية معرفة  بحدها الأول  n(u( :186تمر 𝑢𝑛+1و =
2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+2
 nمن أجل كل عدد طبيعي  

f  كما يلي:  ]∞+ ; 2−[دالة عددية معرفة على المجال𝑓(𝑥) =
2𝑥+1

𝑥+2
تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو     

(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 )( )  مستقيم معادلة لهy = x . 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطتي تقاطع  -أ  -1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها. و  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  تقار

 .n  ،un 1بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  -2
3- (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n :𝑣𝑛 =

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛−1
 

 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 

n  ،𝑢𝑛بين أنه، من أجل كل عدد طبيعي  (ج  =
1+ (

1

3
)
𝑛+1

1− (
1

3
)
𝑛+1  ثم استنتج نهايةun   لماn   يؤول إلى+∞. 

; 0]الدالة المعرفة على المجال   gلتكن  -4 𝑔(𝑥)كما يلي:  ]∞+  =
3𝑥+1+1

3𝑥+1−1
 

  un = g(n)تحقق أن:  .أ 
𝑔′(𝑥)بين أن :  .ب  = − 

2(𝑙𝑛3)𝑒(𝑥+1)𝑙𝑛3

(𝑒(𝑥+1)𝑙𝑛3−1)
 (.unو استنتج اتجاه تغيرات المتتالية ) 2

5-  (wn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑤𝑛 =
2

𝑢𝑛−1
 



128 
 

 Sn = w0 + w1 + w2 +….+wnحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 
ين 𝑢0متتالية عددية معرفة كما يلي:    n(u ( :187تمر = n:𝑢𝑛+1وَ من أجل كل عدد طبيعي    0 =

𝑢𝑛+3

𝑢𝑛−1
 

;𝑂)أرسم في معلم متعامد و متجانس  -أ (1 𝑖 ; 𝑗 )( المستقيم ، الذي معادلته )y = x   و المنحنى(Cf )  
𝑓(𝑥)ب :  ℝ- {1}المعرفة على   fالممثل للدالة   =

𝑥−3

𝑥+1
 

   u3 , u2 , u1 , u0 باستعمال الرسم السابق، مثل على حامل محور الفواصل و بدون حساب الحدود: -ب
بها.( unضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية  ) -ج    وتقار

 .   un≠ - 1؛  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
n  :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  (3 =

𝑢𝑛−3

𝑢𝑛+1
 

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.   (vn)أثبت أن  (أ 
 .nبدلالة  unثم  vnعين عبارة  (ب 
𝑙𝑖𝑚  𝑢𝑛أحسب (ج 

𝑛→+∞   
 ( unو استنتج تقارب )

ين 𝑢𝑛+1و    0u  4 =بحدها الأول  ℕعلى متتالية عددية معرفة  n(u ( :188تمر =
4𝑢𝑛−2

𝑢𝑛+1
 

f  كما يلي:  ]∞+ ; 1−[دالة معرفة على المجال𝑓(𝑥) =
4𝑥−2

𝑥+1
;  𝑂 ; 𝑖)تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس    Cfو    𝑗 )  ،

( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 ( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطتي تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين    (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها.   (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

 n  ،un 2بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
3) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n  :𝑣𝑛 =

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛−2
 

  v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول  vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة  unثم    vnأحسب  (ب 

4)  (wn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n  :𝑤𝑛 =
1

𝑢𝑛−2
 

 Sn = w0 + w1 + w2 +….+wnحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 
ين 𝑢0كما يلي:  ℕمتتالية عددية على  n(u ( :189تمر =

1

4
𝑢𝑛+1وَ من أجل كل عدد طبيعي    =

3𝑢𝑛+2

𝑢 𝑛+4
 : 

;  𝑂 ; 𝑖)أرسم في معلم متعامد و متجانس  أ(  (1  𝑗 ) ( المستقيم ، الذي معادلته )y = x 
ℝالمعرفة على   fالممثل للدالة    (Cf)و المنحنى  − f(x) =3𝑥+2 ب :  {4 −}

𝑥+4
 

 باستعمال الرسم السابق، مثل على حامل محور الفواصل و بدون حساب،  -ب
 u4وَ    u3 , u2 , u1 , u0 الحدود: 

بها.unضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية  ) -ج   ( وتقار
 n  ،un≠ 1برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
n     :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  (3 =  

𝑢𝑛+2

1−𝑢𝑛
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 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.   (vn)أن أثبت (أ 
 .nبدلالة   unثم   vnعين عبارة  (ب 
∞+→𝑢𝑛𝑛   أحسب    (ج 

𝑙𝑖( و استنتج تقاربun) 
ين   :191تمر

}المتتالية المعرفة كما يلي:   uلتكن (1
𝑢0 = 0                              

𝑢𝑛+1 =
1

2−𝑢𝑛
(𝑛 ∈ ℕ) 

 كسر غير قابل للاختزال. . نعبر عن كل عدد على شكلu1،u2،u3أحسب (أ 
بعة الأولى للمتتالية (ب  بعة الأولى للمتتالية   uقارن بين الحدود الأر  كما يلي:  ℕالمعرفة على   wو الحدود الأر

𝑤𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
 

  n، un =wnباستعمال البرهان بالتراجع، برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  (ج 
𝑣𝑛كما يلي: ∗ℕالمتتالية المعرفة على   vلتكن (2 = 𝑙𝑛 (

 𝑛 

𝑛+1
) 

𝑣1بين أن (أ  + 𝑣2 + 𝑣3 = −𝑙𝑛4 
 ∞+يؤول إلى  nثم عين نهايتها عندما  nبدلالة Sn. عبر عنSn=v1+v2+…+vn:نضع (ب 

ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية  0u  1 =بحدها الأول ℕمتتالية معرفة على  n(u( :191تمر =
2𝑢𝑛−1

2𝑢𝑛+5
 

f  دالة عددية معرفة على المجال]−
5

2
 ; 𝑓(𝑥)كما يلي:  ]∞+  =

2𝑥−1

2𝑥+5
 تمثيلها البياني   Cfو  

; )في معلم متعامد ومتجانس   𝑖  ;  𝑗 ) ،( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطتي تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

 .n  ،un -1بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
3) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n :𝑣𝑛 =

2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+1
 

 . v0(  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول vnبرهن أن ) (أ 
 . nبدلالة   vnأحسب  (ب 

n  ،𝑢𝑛بين أن، من أجل كل عدد طبيعي  (ج  =
1+

3

2
(
3

4
)
𝑛

2−
3

2
(
3

4
)
𝑛  ثم استنتج نهايةun   لماn   يؤول إلى+∞. 

; 0]الدالة المعرفة على المجال   gلتكن  (4 𝑔(𝑥)كما يلي:  ]∞+  =
2(

3

4
)
𝑥+1

+1

2−2(
3

4
)
𝑥+1 

  un = g(n)تحقق أن:  (أ 
 (unو استنتج اتجاه تغيرات المتتالية )   g'(x)عين (ب 

5)  (wn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑤𝑛 = −
2

𝑢𝑛+1
 

 Sn = w0 + w1 + w2 +….+wnحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 
ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية  0u 3=بحدها الأول  ℕمتتالية عددية معرفة على  n(u( :192تمر =

4𝑢𝑛−2

𝑢𝑛+1
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f  كما يلي:  ]∞+ ;1−[دالة عددية معرفة على المجال𝑓(𝑥) =
4𝑥−2

𝑥+1
تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو  

(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 ) ،( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 ( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfنقطتي تقاطع  إحداثيتيعين  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها.و   (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  تقار

 n  ،un>2بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  -أ (2
n  ،𝑢𝑛+1بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  -ب − 𝑢𝑛 = −

(𝑢𝑛−2)(𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛+1
 

  (un)استنتج اتجاه تغيرات-ج
3) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n :𝑣𝑛 =

𝑢𝑛−2

𝑢𝑛−1
 

𝑞أساسها(  متتالية هندسية vnبرهن أن ) (أ  =
2

3
  v0حدها الأول . عين 

  nبدلالة   vnأحسب  (ب 

n  ،𝑢𝑛بين أن، من أجل كل عدد طبيعي  (ج  =
1

2
(
2

3
)
𝑛

−2

1

2
(
2

3
)
𝑛

−1
 ∞+يؤول إلى   nلما   unثم استنتج نهاية  

4)  (wn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑤𝑛 = −
1

𝑢𝑛−1
 

 Sn = w0 + w1 + w2 +….+wnحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 
ين 𝑢𝑛+1و بالعلاقة التراجعية   0u 1=بحدها الأول  ℕمتتالية معرفة على  n(u( :193تمر =

𝑢𝑛+4

𝑢𝑛−2
 

f  كما يلي:  ]2− ;∞−[دالة عددية معرفة على المجال𝑓(𝑥) =
𝑥+4

𝑥−2
 تمثيلها البياني في معلم   Cfو  

; )متعامد ومتجانس   𝑖  ;  𝑗 ) ،( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 ( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfنقطتي تقاطع  إحداثيتيعين  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(.  u0  ،u1 ،u2،u3مع تعيين   (un)مثل بيانيا المتتالية -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

 n  ،un≠ - 1بر هن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
3) (vn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n :𝑣𝑛 =

𝑢𝑛−4

𝑢𝑛+1
 

𝑞(  متتالية هندسية أساسهاvnبرهن أن ) (أ  = −
2

3
  v0حدها الأول . عين 

  nبدلالة  unثم vnأحسب  (ب 
 ∞+يؤول إلى   nلما   unعين نهاية  (ج 
4)  (wn  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  )n:𝑤𝑛 = −

5

𝑢𝑛+1
 

 Sn = w0 + w1 + w2 +….+wnحيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي 

ين }ب : ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :194تمر
𝑢0 = 0             

𝑢𝑛+1 =
5𝑢𝑛−3

3𝑢𝑛−1

 

f  دالة عددية معرفة على المجال]
1

3
 ; 𝑓(𝑥)كما يلي: ]  ∞+  =

5 𝑥−3

3𝑥−1
 تمثيلها البياني في   Cfو  
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; )معلم متعامد ومتجانس        ;  𝑗 )( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين  (𝑢𝑛)مثل بيانيا المتتالية  -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

  n  :un≠ 1كل عدد طبيعيأثبت أنه من أجل  (2
3) (vn)  علىمتتالية عددية معرفةℕ: ب 𝑣 𝑛 =

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛−1
 

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.  (vn)أثبت أن 
 .nبدلالة unثم  vnأحسب  (4
 ∗ℕمتناقصة تماما على   (un)بين أن  (5

ين }ب : ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :195تمر
𝑢0 =

1

3

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

3𝑢𝑛+1

 

f  دالة عددية معرفة على المجال]
1

3
 ; 𝑓(𝑥)كما يلي: ]  ∞+  =

 𝑥

3𝑥+1
تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو  

(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 )( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2مع تعيين  (𝑢𝑛)مثل بيانيا المتتالية  -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

  n :un> 0أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي (2
3) (vn)  علىمتتالية عددية معرفةℕ: ب 𝑣 𝑛 =

1

𝑢𝑛
 

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. (vn)أثبت أن 
 nبدلالة unثم  vnأحسب  (4
  (un)أدرس تغيرات و تقارب  (5

ين }ب : ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :196تمر
𝑢0 = −1      

𝑢𝑛+1 =
4

4−𝑢𝑛

 

f  دالة عددية معرفة على المجال]−∞ ; 𝑓(𝑥)كما يلي: ]4  =
4

4−𝑥
تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   Cfو     

(𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 )( )  مستقيم معادلة لهy = x 
 .( )و  Cfو ارسم  ( )و  Cfعين إحداثيتي نقطة تقاطع  -أ  (1

 على محور الفواصل ) لا يطلب حسابها(. u0  ،u1 ،u2  ،u3  ،u4  ،u5مع تعيين  (𝑢𝑛)مثل بيانيا المتتالية  -ب
بها.  (un)أعط تخمينا حول تغيرات -ج  و تقار

   n :un≠ 2برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2
3) (vn)  علىمتتالية عددية معرفةℕ  : ب 𝑣 𝑛 =

1

𝑢𝑛−2
 

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. (vn)أثبت أن 
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 .nبدلالة unثم  vnأحسب  (4
 (un)أدرس تغيرات و تقارب  (5

ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u( :197تمر
𝑢0 = 0; 𝑢1 = 1           
𝑢𝑛+2 = 7𝑢𝑛+1 + 8𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1+un . 

 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 

2) (wn)  و(kn) متتاليتان عدديتان معرفتان علىℕ :كما يليwn=(-1)n un  َ  kn=wn+1-wnو
  nبدلالة knعين (أ 
 Sn = k0 + k1 + k2 +….+kn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (ب 
  Snالمجموع  wnأحسب بدلالة  (ج 
َ  wnاستنتج (د   .  nبدلالة unو
∞+ما هي (ه 

𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛

8𝑛
 ؟ 

ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u( :198تمر
𝑢0 = 2; 𝑢1 = 1           
3𝑢𝑛+2 = 2𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 

 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  -أ (2
  Snالمجموع  unأحسب بدلالة  - ب

 .  nبدلالة unاستنتج -ج

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u( :199تمر

𝑢0 = 1; 𝑢1 = 4             
5𝑢𝑛+2 = 7𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 

 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 
  (un)تغيراتاستنتج  (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي أ(  (2
  Snالمجموع   unأحسب بدلالة  (ب 
 .  nبدلالة unاستنتج (ج 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u( :211تمر

𝑢0 = −1; 𝑢1 = 1      
4𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛
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1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 
 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي أ(  (2
  Snالمجموع    unأحسب بدلالة  (ب 
 .  nبدلالة unاستنتج (ج 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u( :211تمر

𝑢0 = 0; 𝑢1 = 1           
5𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 4𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 

 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  أ(  (2
  Snالمجموع    unأحسب بدلالة  (ب 
 .  nبدلالة unاستنتج (ج 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :212تمر

𝑢0 = 3; 𝑢1 = 2           
3𝑢𝑛+2 = 4𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un 

 حدها الأول.لب تعيين أساسها و متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
  nبدلالة vnعين (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي أ(  (2
  Snالمجموع    unأحسب بدلالة  (ب 
  nبدلالة unاستنتج (ج 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :213تمر

𝑢0 = 0; 𝑢1 = 1           
2𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 

 لب تعيين أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يط   (vn)بين أن (أ 
 . nبدلالة vnعين (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي أ(  (2
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  Snالمجموع  unأحسب بدلالة  (ب 
 .  nبدلالة unاستنتج (ج 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3
ين   :214تمر

(un )  متتالية معرفة علىℕ  :كما يلي𝒖𝒏+𝟐 =
𝟒

𝟑
𝒖𝒏+𝟏 −

𝟏

𝟑
𝒖𝒏   و𝒖𝟏 = 𝒖𝟎و    𝟐 = 𝟏. 

𝒗𝒏كما يلي:  ℕمعرفة على   ( vn)المتتالية  = 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏. 
 .  v1و   v0أحسب  (1
 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها.   ( vn)برهن أن  (2
 Sn  :Sn =v0 +v1 +……+ vn-1المجموع   nأحسب بدلالة أ(  (3

n :𝑢𝑛ب( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  =
3

2
(1 − (

1

3
)

𝑛

) + 1 
بة. ( un)بين أن  ج(  متقار

ين }كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على n(u ( :215تمر
𝑢0 = 1; 𝑢1 = 3           
3𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 + 𝛼𝑢𝑛

 
1) (vn)عددية معرفة على متتاليةℕ :كما يليvn=un+1 - un . 

 عين أساسها و حدها الأول. متتالية هندسية.  (vn)حتى تكون αعين (أ 
 . nبدلالة vnعين حينئذ (ب 
  (un)استنتج تغيرات (ج 

 Sn = v0 + v1 + v2 +….+vn-1حيث:    Snالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي أ(  (2
 .  nبدلالة unو استنتج  Snالمجموع  unأحسب بدلالة  (ب 

 S'n = u0 + u1 + u2 +….+unحيث:    S'nالمجموع    nأحسب بدلالة العدد الطبيعي  (3

ين }ب : ℕمتتالية عددية حدودها موجبة تماما معرفة على n(u( :216تمر
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 2√𝑢𝑛
 

 (.  2k) تعطى النتائج على الشكل  u5 ,u4 ,u3 ,u2 ,u1أحسب (1
2) (vn)  متتالية معرفة علىℕ : بvn=un –ln 4  

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.   (vn)بين أن  (أ 
∞+ثم ما هي   nبدلالة unثم  vnعين (ب 

𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛     ؟ 
  un< 3,96يحقق:  nعين أصغر عدد طبيعي (3

ين   :217تمر
[المعرفة على    fنعتبر الدالة العددية  -1

1

2
 ; 𝑓(𝑥)كما يلي: ]∞+  =

𝑥2

2𝑥−1
 تمثيلها البياني   ( Cf)و 

;𝑂)في المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس 𝑖 ; 𝑗 )  و() المستقيم ذو معادلةy = x   
 معطى كما يلي:  fجدول تغيرات الدالة

1

2
                         1                

     +∞ 
x 

 - 0000000            +          f '(x) 
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+∞                                        
+∞ 
 

1                          

f 

 x > 1  ،f(x) > 1استنتج انه من أجل كل عدد حقيقي  .أ 
𝒚بين ان المستقيم ذو معادلة  .ب  =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟒
  ( Cf)هو مستقيم مقارب للمنحنى  

 .()و المستقيم  ( Cf)أنشئ  .ج 
}كما يلي:  ℕالمتتالية العددية المعرفة على (un)لتكن  -2

𝒖𝟎 = 𝟐

𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑢𝒏)
 

 (un)مثل بيانيا المتتالية  .أ 
 (un)أعط تخمينا حول تغيرات و تقارب  .ب 
 un> 1؛   nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي .ج 
3- (vn)  و(wn) متتاليتان عدديتان معرفتان علىℕ  :كما يلي𝒗𝒏 =

𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏
 wn = ln (vn)و   

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. (wn)بين أن  .أ 
  nبدلالة vnثم  wnعين  .ب 
𝒖𝒏استنتج أن .ج  =

𝟏

𝟏−(
𝟏

𝟐
)
𝟐𝒏 

 ∞+يؤول إلى  nلما  unاستنتج نهاية  .د 
ين   :218تمر

f(x)= 𝟑[  كما يلي: 1;+ ∞المعرفة على المجال [ xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية  + √𝒙 − في   fإلى منحنى  (Cيرمز )𝟏
;  𝑂 ; 𝑖)المستوي المزود بالمعلم المتعامد و المتجانس   𝑗 ) ين ) ال  (cm 2 وحدة على المحور

𝒍𝒊𝒎أحسب     (1

𝒙
>
→ 𝟏

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
 و فسر النتيجة هندسيا. 

 .fأدرس تغيرات الدالة  
بيعي " ، أنشئ المنحنى    . (C) باستعمال منحنى دالة " الجذر التر
 .y = xالذي معادلته  ()ارسم في نفس المعلم المستقيم  

}كالآتي:Nعلى المجموعة  (un)نعرف المتتالية   (2
𝒖𝟎 = 𝟐

𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)
 

 على محور الفواصل. u2و  u1و  u0، مثل الحدود (C)و  ()باستعمال  (أ 
بها. (un)ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية   (ب   و تقار

𝟐لدينا:  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  -أ (3 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝒏+𝟏و  𝟓 > 𝒖𝒏. 
بة. أحسب  (un)استنتج أن    -ب ∞+→𝒖𝒏𝒏متقار

𝒍𝒊𝒎. 

ين   :219تمر
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ين   :211تمر
; 𝟏]على المجال   fنعتبر الدالة العددية  𝒇(𝒙)بالعبارة:  [𝟓 =

𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝟓

𝒙
 تمثيلها البياني في  (C). ليكن (

;𝑶)المستوي المزود بمعلم متعامد و متجانس  𝒊 ; 𝒋 )  ين  .cm 3. الوحدة على المحور

  fأدرس تغيرات الدالة  (أ 
 في نفس المعلم. y =xالذي معادلته  ()و المستقيم  ( C)أنشئ المنحنى  (ب 

𝒖𝒏+𝟏و بالعبارة  u0 =5بحدها الأول  ℕالمعرفة على  (un)نعتبر المتتالية  (1 =
𝟏

𝟐
(𝒖𝒏 +

𝟓

𝒖𝒏
) 

 u2و  u1أحسب  (أ 
 على محور الفواصل. u0  ،u1  ،u2لتمثيل الحدود  ()و المستقيم   ( C)استعمل المنحنى  (ب 

n  :𝒖𝒏أ( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2 ≥ √𝟓. 
 ؟ (un)متناقصة تماما. ماذا تستنتج بالنسبة لتقارب  (un)ب( بين أن المتتالية 

𝒖𝑛+1)فإن: nأ( برهن أنه مهما يكن عدد طبيعي  (3 − √5) ≤
1

2
(𝑢𝑛 − √5) 

𝑢𝑛)ب( استنتج أن  − √5) ≤ (
1

2
)

𝑛

(𝑢0 − ∞+→𝑛. ما هي (5√
𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 ؟ 
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 :السلاسلالعددية 3

 :مثال
 نعتبر السلسلة ذات الحد العام من أجل           

 

 إذن:        

 مثال:
 ليست ل كوشي أي:  متباعدة و بالتالي متتالية المجاميع الجزئية  السلسلة      

 

 

 متباعدة و تسمى سلسلة توافقية. غير متتالية كوشي ومنه  لدينا  من أجل    

 مثال:

 متباعدة   لأن  

 مثال:
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 المتتالية العددية لنعتبر في           

 لدينا :      

 

 متباعدة  ل كن متتالية المجاميع الجزئية       

 لأن:       

 

 

 

 متباعدة  و منه السلسلة            

 مثال: 
 متباعدتان. و   السلسلتان           

 مثال:  

بة لأنها تحقق معيار آبال و هدا لأنه من أجل : السلسلة           متقار

( 1)n

nb    1و
na

n

 
  
 

 

 لدينا:   

  تحقق:  المتتالية  

1. .  
 متتالية متناقصة. .2
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 نحو ألما لانهاية.    يؤول نحو الصفر لما يؤول   الحد العام للمتتالية  .3
 

 ׃مثال

 لنعتبر السلسلة ذات الحدود الموجبة  

 ׃لدينا        

بة لأن   و بما أن        سلسلة متقار

بة.  فإن:           متقار

a.                                                                  2 . لنعتبر السلسلة ذات الحدود الموجبة 

b.                                                                                         متباعدة .  متباعدة  فإن السلسلة   و بما أن   ׃لدينا 

 مثال:  .2
 ׃لندرس طبيعة السلاسل التالية 

 مثال: 
 

 

بة و منه                         متقار

 مثال: 
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بة.و منه                          متقار

 مثال: 
 

 : بما أن                      

 فإنه لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة                      

 مثال: 
      نحسب القيمة 

بة حسب آلمبار  لأن  السلسلة                  ׃متقار

      ׃بما أن نحسب القيمة 

 إذن لا يمكن القول أي شيء عن طبيعة السلسلة.              

 مثال:
 ׃دراسة طبيعة السلسلة 

 و   

 باستعمال قاعدة آلمبار        

 : نجد        

 

  فإن السلسلة متباعدة . يأإذ ا كانت القيمة 

  بة . أي  إذ ا كانت القيمة  فإن السلسلة متقار
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  فإننا لا يمكن قول أي شيء عن طبيعة السلسلة. إذ ا كانت القيمة 

 ׃مثال

 : لنعتبر السلسلة العددية             

 . لدراسة طبيعة السلسلة  لنستعمل قاعدة  دآلمبار .1

 

  بة  إذا كان  .زوجي فحسب قاعدة آلمبار, إن السلسلة متقار
 فردي فإنه لا يمكن قول أي شيء عن طبيعة السلسلة  إذا كان. 

 فردى, استعمال قاعدة  دآلمبار تكون بدون جدوى. من أجل       

 : لنستعمل قاعدة كوشي .2

 

بالتالي فإن قاعدة كوشي أقوى من قاعدة دآلمبار. حسب قاعدة بة  و  كوشي فالسلسلة متقار

 ׃مثال

 .لدينا السلسلة         

 . نضع                       

 . أي                      

 مستمرة و متناقصة.

 و منه                                                            
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بة  .  و بالتالي السلسلة                       متقار

 ׃تمرين
 تقارب السلسلة    أدرس حسب قيم العدد الحقيقي الموجب                   

 ׃مثال

 لهما نفس الطبيعة لأن:     ;    السلسلتان  

 

 ׃مثال

 ؛  لنعتبر السلسلة   دراسة طبيعة السلسلة         

 

بة فإن السلسلة  بما أن                     بة. سلسلة متقار  متقار

 ׃مثال

 ׃لنعتبر السلسلة 

 

 

بالتالي السلسلة متباعدة .                   و

 :مثال
 لنعتبر السلسلة 
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 : في جوار الصفر هو من الرتبة  لأن النشر المحدود للتابع 

 

     فان السلسلة متباعدة.   إذا كانت 
     بة.   إذا كانت  فان السلسلة متقار

 تطبيق:

يب       يبية بتقر  لمجموع السلسلة عددية  11-3أوجد القيمة التقر

 

 و بالتالي:            

. 

 :1تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل المتتالية واحسب مجموعها في حالة التقارب:
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 و  لتكن                     
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  بة فإن السلسلة  بين أنه إذا كانت بة. هل العكس صحيح؟    متقار  متقار

  بين فإن السلسلة   و  بين أنه إذا كانت بة. هل العكس   متقار متقار

 صحيح؟

  لهما نفس الطبيعة؟  و    بين أن السلسلتين 

 :3تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام:      

 

 

 :4تمرين

بة مطلقا.  بين أن السلسلة ذات الحد العام  .1 بة و غير متقار  متقار

 ملاحظة:

 لما  

 عدد حقيقي. aأدرس طبيعة السلسلة ذات الحد العام مع  .2

 

 :5تمرين

 تقارب السلسلة. أدرس حسب قيم الوسيط 
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 :6تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام:   

  

 

 :7تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل التالية ذات الحد العام:    

 

 

 :8تمرين

 أدرس طبيعة السلاسل ذات الحد العام المعرف ب:      

 

 

 

 الحل :

 وجه المقارنة: .1

  - أ
 لدينا                 

 نجد    2بإضافة  العدد                

 
2

0/
2

)2
2

2 
 a

n

aSin
U

nn

n  ;
!

)1
n

n
n

n
U 

2

2................6.4.2
)4

n

a
Un  ;

1
)3

2n

n
n

n
U 












n
CosUn

1
)30 

nnUn  1)2   13)1


 nnUn

2)6 m

m neU    1
)5


 nLognUm 2

log
1

1
)4




n

n

n
Um

   22

1

1)3 SinnLognUn




4 2 1)2  n

n eU  m
Logm

n
Logn

n
U )1

 
22

1
)6

Sinnn
U

n

n





 
1

1
)5

2

1








n

n
U

m

n

 
Cosnn

U

m

n





3

1
)4

4

2
0,

2
)8

2

2 





n

Sin
U

nm

n nn
n

n
U

2..........6.4.2
)7 

)sin2(2

1

1 kK
K 



1 sin 1k  

32sin1  k



146 
 

 و منه                

 نجد  بالضرب في                

بة. السلسلة                 هندسية فهي متقار

بة. و بالتالي السلسلة                  متقار

  - ب
 لدينا      

 .و منه :     

بة و بالتالي   ل كن السلسلة       بة .متقار  ا لسلسلة متقار
 اختبار الجذر النوني:     .2

  - أ
 .حساب 

 نضع 

 

 

بة.السلسلة            متقار
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  - ب

 .حساب             

 نضع             

 

 متباعدة .و منه السلسلة           

 اختبار المقارنة النسبي: .3

  - أ

 نضع  لدينا    

 

بة و بالتالي السلسلة     بة. سلسلة هندسية متقار  متقار

   - ب
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 .مع   نضع : 

 

 السلسلة متباعدة . متباعدة و بالتالي   ل كن السلسلة 

 اختبار النسبة : .1

 .ز منه   نضع :              

 حساب              

 

 متباعدة و منه السلسلة          

 اختبار النسبة: 

 

 .و منه   نضع :              

 حساب              
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بة. السلسلة          متقار

يف:  المتسلسلة باستخدام التعر

 لدينا              

 متباعدة السلسلة            

 اختبار التقارب المتسلسلة المتناوبة:

 نضع            

 و منه         
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 متناقصة .و منه السلسلة          

 ومن جهة أخرى .         

 

بة        بة. و بالتالي السلسلة المتناو  متقار

 اختبار التقارب المطلق والمشروط: 

 ( بحث التناوب:1)    

 نضع :          

 .ومنه         

 حساب        

 

 متناقصة . و منه السلسلة      

 و من جهة أخرى                          

بة       بة. و بالتالي السلسلة متناو  متقار

 اختبار رابي: 

 ومنه   نضع            
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بة .و منه السلسلة            متقار

 باستخدام اختبار التكامل:

 و منه     

 

 متباعدة.    و منه السلسلة          
  

2

2

1 (2 1)! (2 1)!

(2 3)! (2 1)!

4 2

4 10 6

n

n

a n n

a n n

n n

n n

  


 




 

2 2 2

2 2

2

2

2

4 2 4 10 6 4 2
lim 1 lim 1

4 10 6 4 10 6

8 6
lim 1

4 10 6

8 6
lim

4 10 6

2 1

n n

n

n

n n n n n n
n n

n n n n

n
n

n n

n n

n n

 





       
     

      

 
  

  

 
  

  

 

1

(2 1)!

(2 1)!n

n

n










2n

dn

n







 

 

2 2

2

lim

lim ln

lim ln ln 2

n

n

n

n

n

dx dx

x x

x

n













 

 

 

2n

dn

n









152 
 

 

ينحقيقيين 4  :الدوالالعدديةلمتغير
 :1مثال 

 لتكن     

* *

2 2

:

( , ) ( , )

f

xy
x y f x y

x y

 




 

 محدودة. fالدالة               

2باستخدام  المتباينة               22 ab a b  1نستنتج أن
( , )

2
f x y   وذاك من أجل كل* *( , )x y   . 

 :2مثال 

 لتكن    

2

2 2

:

( , ) ( , )

f

x y f x y x y



 
 

محدودة من الأسفل ب   fالدالة              0,0. 

لدينا               2 2( , ) 0,0 (0,0)f x y x y f     2وذاك من أجل كل( , )x y  . 

 النهايات :

يف :  تعر

عند fهي نهاية الدالة  نقول أن   1 2,a a. 

 و نكتب :

1 2( , ) ( , )
lim ( , )

x y a a
f x y


 

 :1مثال 

2 2

( , ) (0,0)
lim 0

x y
x xy y


  . 



153 
 

2 2

( , ) (1, 1)
lim 1

x y
x xy y

 
  . 

 :2مثال 

2 2( , ) (0,0)

1
lim

x y x y
 


2لان   2 0x y   2مع 2 0x y  . 

 تمرين محلول:

 أعداد حقيقية لدينا: yوxبين انه إذا كان .1
2 22 xy x y  

 لتكن الدالة  .2
 2

2

2 2

: (0,0)

3
( , ) ( , )

f

x xy
x y f x y

x y

 






 

)بين أنه من أجل كل  - , )x y من 2 (0,0) :لدينا
2

( , ) 4 ( , )f x y x y. 
2حيث      2

2
( , )x y x y  . 

 .(0,0)تقبل نهاية عندfثم استنتج ان -

 الحل:

 لدينا: -1
 

2 2 2

2 2

0 2 0

2

x y x y xy

x y xy

     

  
 

)نبين أنه من أجل كل  -2 , )x y من 2 (0,0) :أن
2

( , ) 4 ( , )f x y x y. 

يمكن كتابة العلاقة السابقة كمايلي :
2

2
( , )

2

x y
xy . 

 و منه نستنتج و بإستخدام المتراجحة المثلثية :
2

2 2

2

2

2

( , )
3 ( , )

2( , ) 4 ( , )
( , )

x y
x y

f x y x y
x y


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و منه 
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
x y

f x y


 

ية 4.1  :الاستمرار
 تعاريف :
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f:2نقول أن الدالة   -  X    مستمرة عند 1 2,a a  إذا و فقط إذا كانت: 

1 2

1 2
( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y a a

f x y f a a


. 

f:2نقول أن الدالة   - X   مستمرة علىX إذا و فقط إذا كانت مستمرة عند كل نقطة من
X. 

 :لتمرين محلو

 معرفة على كمايلي :fلتكن الدالة

2 2
( , )

xy
f x y

x y



)حيث   , ) (0,0)x y  

)و  , ) (0,0)f x y   حيث( , ) (0,0)x y . 
 ؟(0,0)مستمرة عندfهل الدالة -

 حل:ال

xنضع y t 0وt  1:نجد
( , )

2
f t t . 

و بالتالي 
( , ) (0,0)

lim ( , ) (0,0)
x y

f x y


 أي أن الدالةf (0,0)عندغير مستمرة. 

 :الاشتقاقية 4.2
 المشتقات الجزئية: 

ين حقيقين  fإذا كانت y,دالة ذات متغير x 0و 0 0( , ) fm x y D . 

يف   :1تعر
:0إذا كانت الدالة   ( , )xf x f x y 0معرفة في جوارx 0بحيث 0( , ) fx y D. 

بالنسبة للمتغير fنقول أن هذه المشتقة هي المشتقة الجزئية للدالة0xالاشتقاق عندxfإذا قبلت الدالة -
0عند النقطة  xالحقيقي 0( , )x y. 

'و نرمز إلى هذه المشتقة بالرمز  -

xfأوf

x




 بحيث: 

0

'

0 0 0 0

0 0 0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
lim

x

x x

f
f x y x y

x

f x y f x y

x x









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 :2يف ر تع
:0إذا كانت الدالة   ( , )yf y f x y 0معرفة في جوارy 0بحيث 0( , ) fx y D. 

بالنسبة للمتغير fنقول أن هذه المشتقة هي المشتقة الجزئية للدالة0yالاشتقاق عندyfالدالةإذا قبلت  -
0عند النقطة  yالحقيقي 0( , )x y. 

'و نرمز إلى هذه المشتقة بالرمز  -

yfأوf

y




 بحيث: 

0

'

0 0 0 0

0 0 0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
lim

y

y y

f
f x y x y

y

f x y f x y

y y










 

 ملاحظة:

'إذا وجدت المشتقات الجزئية         

Xf و'

yfنقول أن الدالةf.قابلة للاشتقاق 

 قاعدة:

بقاء المتغير الثاني ثابت . fمشتقة الدالة          ين مع إ  هي مشتقتها بالنسبة لأحد المتغير

 :تمرين

 كمايلي: 2المعرفة على  دالةلتكن ال        

4 3: ( , ) ( , )f x y f x y x y. 

𝑓��احسب مايلي : 

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)،𝜕𝑓

𝜕𝑥
(1,2) ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
(1,2). 

 :الحل 

4لدينا :            3: ( , ) ( , )f x y f x y x y 

3و منه                   3( , ) 4
f

x y x y
x





 ،4 2( , ) 3

f
x y x y

y





، 

(1,2)نجد :  y=2,x=1 بوضع                    36
f

x





 ،(1,2) 12

f

y





. 
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 :تمرين

 كمايلي: 2المعرفة على  دالةلتكن ال        

2 2: ( , ) ( , )f x y f x y x y . 

𝑓��احسب مايلي : 

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) 

 :الحل 

2: لدينا 2: ( , ) ( , )f x y f x y x y  
'ومنه ( , ) ( , ) 2x

f
f x y x y x

x


 


 ،' ( , ) ( , ) 2y

f
f x y x y y

y


 


. 

 :تمرين

 كمايلي: 2المعرفة على  دالةلتكن ال        

3 2: ( , , ) ( , , ) 5 2f x y z f x y z x y z  . 

𝑓��احسب مايلي : 

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) 

 :الحل 

3لدينا : 2: ( , , ) ( , , ) 5 2f x y z f x y z x y z   
'و منه  ( , , ) ( , , ) 5x

f
f x y z x y z

x


 


 ،' 2( , , ) ( , , ) 3y

f
f x y z x y z y

y


 


،
' ( , , ) ( , , ) 4z

f
f x y z x y z z

y


  


. 

 :تمرين

ℝ2المعرفة على دالةلتكن ال         −  كمايلي : {(0,0)}

2 2

2
: ( , ) ( , )

x y
f x y f x y

x y





. 

𝑓��احسب مايلي : 

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ،𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) 
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 :الحل 

 

 

 

 

 

'

2 2

2
2 2

2 2 2

2
2 2

2 2

2
2 2

( , ) ( , )

2 (2 )(2 )

2 2 4 4

2 2 4

x

f
f x y x y

x

x y x y x

x y

x y x xy

x y

x y xy

x y





  




  




  




 

 

 

 

 

'

2 2

2
2 2

2 2 2

2
2 2

2 2

2
2 2

( , ) ( , )

(2 )(2 )

4 2

4

y

f
f x y x y

y

x y x y y

x y

x y xy y

x y

x y xy

x y





  




  




 




 

 :المشتقات الجزئية من رتب أعلى
ين حقيقين  fإذا كانت   y,دالة ذات متغير x     تقبل الاشتقاق مرتين ، فإننا نعرف المشتقات 

 الجزئية من الرتبة الثانية  كمايلي:      

1-  2

2
" '

xx
f f f

x x x

 
 
  

 . 

2-  2

2
" '

yy
f f f

y y y

 
 
  

. 

3-  
2

" '

xy yf f f
x x y

 
 
  

. 

4-  
2

" '

yx xf f f
y y x

 
 
  

. 

 مثال: 

4كمايلي: 2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال 3: ( , ) ( , )f x y f x y x y. 
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3لدينا :             3( , ) 4
f

x y x y
x





 ،4 2( , ) 3

f
x y x y

y





. 

4.2.1 :مبرهنة شواتز 
في جوار fإذا قبلت الدالة  

0 0( , )x y  مشتقات جزئية"

xyf و"

yxf : ية مستمرة ، فهي متساو
" "

xy yxf f 

 ملاحظة:

 .2يمكن تعميم المبرهنة لعدة متغيرات و مشتقات جزئية ذات رتب اكبر من  

 مثال:

 كمايلي: 2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال

2 3 2: ( , ) ( , )f x y f x y x xyz xyz z   . 

2لدينا:       2

(3) (3)( , , ) 6 ( , , )
xz z x

f x y z yz f x y z . 

4.2.2 معادلة لابلاس: 
"قابلة للاشتقاق فمعادلة لابلاس هي : fاذا كانت الدالة     " 0xx yyf f . 

 مثال:

:2كمايلي: 2المعرفة على  دالةال دالةلتكن ال ( , ) ( , ) (2 )yf x y f x y e Cos x. 

'

2

( , ) ( , )

2 (2 )

x

y

f
f x y x y

x

e sin x





 

 

و منه 
2

"

2

2

( , ) ( , )

4 (2 )

xx

y

f
f x y x y

x

e cos x





 

. 

 ومن جهة أخرى       

'

2

( , ) ( , )

2 cos(2 )

y

y

f
f x y x y

y

e x





 
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و منه 
2

"

2

2

( , ) ( , )

4 cos(2 )

yy

y

f
f x y x y

y

e x







. 

"و بالتالي :     " 2 24 cos(2 ) 4 cos(2 ) 0y y

xx yyf f e x e x    . 

 معادلة لابلاس.و منه الدالة حققت       

4.2.3 ) قاعدة السلسلة ( :المشتقات الدوال المألوفة 
)إذا كانت   , )w f x y  حيث( , )x g r sو( , )y h r s:فإن 

w w x w y

r x r y r

    
 

    
wو w x w y

s x s y s

    
 

    
. 

 مثال :

wإجاد 

r




wو 

s




2حيث : sوrبدلالة   2w x y ،x r s ،y r s . 

'لدينا           ( , ) 2 2 2xw x y x r s    و' ( , ) 2 2 2yw x y y r s  . 

1
x

r





 ،1

x

s


 


 ،1

y

r





 ،1

y

s





 . 

2)ومنه                 2 ) 1 (2 2 ) 1 4
w

r s r s r
r


      


 . 

2)و                   2 )( 1) (2 2 ) 1 4
w

r s r s s
s


      


 

 تمارين : 4.3
 :1تمرين 

2أحسب        

"

x
f ،2

"

x
f،2

"

y
f،"

xyf،"

yxf: للدوال التالية 

1- ( , ) ln( )f x y xy. 
2- 

2 3( , ) yf x y x e. 
3- ( , ) xyf x y e. 

 :2تمرين 
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أثبت أن 
2 2

2 2

w w

x y

 


 
 للدوال التالية : 

1- 
( , ) cos( ) sin( )w x y x y x y   . 

2- 
( , ) cos(2 2 ) sin( )xw x y x y e y  . 

 :3تمرين 

 بين أن للدوال التالية تحقق معادلة لابلاس :

1. 2 2( , ) lnf x y x y . 
2. 

3( , ) sin(3 )xf x y e y. 

 :4تمرين 

"اثبت أن  "

xy yxf f : لكل ممايلي 

1. ( , )
x

f x y
x y




. 

2. 
2 2( , ) cos( )f x y x y  

3. 
3( , ) sin(3 )xf x y e y. 

 :5تمرين 

"باستخدام  "

xy yxf f أوجد قيمة الثابتa و التي توجد من أجله الدالة( , )f x y  بحيث يكون' 23xf axy y و
' 2 6yf x xy . 

 :6تمرين 

)إذا كانت  , )w f x y  حيث( , )x g r sو( , )y h r s. 

wأحسب  قاعدة السلسلةباستخدام 

r




wو

s




. 

1. ( , , )w f x y z xyz   حيثx t،2y t 3وz t. 
2. 

2 2( , )w f x y x y    حيثcosx tوsiny t. 
3.  2 2( , ) lnw f x y x y    2حيثcosx t2وsiny t    . 
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